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Der Yorliegende Bericht iiber Elementargeometrie war urspninglich 
filr die Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften bestimmt^ und 
nur im Interesse der Sache hatte ich die Arbeit, deren Miihe ich vorans- 
sab; iibemommen. Seit vier Jahren ist sie den Leitem der Encyklopadie 
tibergeben, docb waren immer wieder FormaUen zu erledigen, da die 
Eigenart des Beferenten sich nicbt mit der des Redakteurs deckte. Wenn 
schlie£lich Herr Klein das Beferat in der vorliegenden Form ablebnte, 
so gescbah es vorzugsweise, weil ibm keine ELilfskrafte zu Gebote 
standen, die samtlicben Zitate mit bibliograpbiscber Treue, imd zwar 
jedesmal, wenn ein Werk genannt wurde, abfassen zu lassen. In der 
Tat war dnrcb den Zustand der Zettel eine an£erst zeitraubende Eor- 
rektur notig. Icb selbst babe nur die allerwicbtigsten Werke biblio- 
grapbiscb genau zitiert, und die andem so, daS sie, mit verscbwin- 
denden Ausnahmen, jeder Interessent nach meinem Zitat sofort aujffinden 
kann. Aufierdem babe icb meistens die Zeitscbriften nacb ibren Be- 
grOndem genannt, wofQr icb umstebend eine Liste beilege. 

Urn die Arbeit weiteren Ereisen zuganglicb zu macben, regte Herr 
Klein an, sie als einen besonderen Bericbt in einem Erganzxmgsbande 
des Jabresberichts der Deutschen Matbematiker-Yereinigung erscbeinen 
zu lassen, eine Anregung, die der Vorstand der Vereinigung willkommen 
hie£, und der icb gefolgt bin. 

Zum gro£ten Danke bin icb meinem Jugendfreund E. Lampe fur 
die iiberaus mtibevoUe Korrektur verpflicbtet, die er gelegentlicb mit 
Zusatzen aus dem so reicben Scbatz seiner Literaturkenntnis begleitete. 

Stra£burg i. E., August 1906. 

M« Simon, 
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I. Allgemeines. 

1. AbgrenEung des Beferats tmd allgemeine GesiohtspuiJcte. 

Die Abgrenzung des Stoffes ist scliwierig^ elementar ist alles oder 
niclits. Die ganze projektive Geometrie ist eine Erweiterung des Sinus- 
satzes^ die Integralrechnung entwickelte sicli ans der Qnadratur^ ja 
selbst die Gruppentheorie karni man als eine Erweiterung der geo- 
metrischen Yerwandtscliaften anffassen. Man konnte die Elementar- 
geometrie definieren als die Gesamtheit der Probleme, welche mit Zirkel 
und Lineal konstruierbar sind; aber diese Definition wiirde gerade die 
wicbtigsten Probleme, die Quadratur des Zirkels^ die Volumenbestimmung 
der Pyramide^ die Teilung des Winkels^ ansschlie£en; alle Betrachtnngen 
liber die Ghnindbegrifi^e, fiber Kontinuitat und den Zusammenhang des 
Systems wiirden fallen. So habe icb mich entschlossen, in erster Linie 
auf die Bediirfhisse der Lebrer an den Mittelscbulen Riicksicht zu 
nebmen. Die Kegelschnitte sind freilicb heute durcbaus elementar, 
der osterreicbiscbe Lebrplan verweist sie nacb Tertia; aber sie wurden 
wegen des migeheuren Umfanges ilirer Literatur abgetrennt. 

Noch ein zweiter Umstand war zu beacbten. Die grofien Geo- 
meter Yom ScbluB des 18. bis zur Mitte des 19. Jabrbunderts haben 
Werke binterlassen, die ftlr den Unterricbt unentbebrlicb sind, und 
die aufierdem eine aufierst gi'oBe Anzabl elementar-geometrischer Satze 
enthalten. Man hatte Camofs De la corr^ation und die Geometrie de 
la position, Jak. Steiner'^ Geometriscbe Eonstruktionen ganZy Poncdefs 
Traite des propri^tes projectives und Chasles* Geometrie superieure 
zum groBen Teil abschreiben miissen. Icb zable diese Standard- Werke 
einfacb auf. Es sind au£er den genannten: Mongers und Hachette's 
Geometrie descriptive, Chasles^ Aperfu historique, Cremona'^ Projektive 
Geometrie, von 8taudC% Geometrie der Lage, Mbhius^ Barycentriscber 
Calcul. 

Aber aucb die analytische Geometrie fordert Beacbtung, man 
denke nur an Gergonne's Losung des Taktionsproblems; viele elemen- 
targeometriscbe Satze sind analytiscb gefunden. 

t^^berblickt man die Elementargeometrie im 19. Jahrbundert, so 
ist vor allem hervorzubeben, wie die grofien Stromungen der Wissen- 

Simon, Elementargeometrie. 1 



2 t. Allgemeinefl. 

schafb auch in der Elementargeometrie zutage treteii. Die Dartvinsche 
Theorie der Eutstehung der Arten zeigt sich als systematische Ent- 
wicklimg der Abhaugigkeit geometrischer Greetalten; langsam, aber 
seblieBlich ohne Widersprucli setzt sich die Benutzung geometrischer 
Yerwandtschaften auch in den Lehrbiichem der Elementargeometrie 
durch; nnd die Resultate der neueren Greometrie werden Gemeingut. 
Am SchluB des Jahrhnnderts ist die ganze Monge-BervoiS'Brianclwnsche 
Lehre von Pol und Polare, die Gaulti^'Steinersche der Kreisbfischel, 
die Theorie der Involution und der Kegelschnitte — von Transver- 
salen^ hamionischer Teilung usw. zu schweigen — in die Schule ge- 
drungeU; und die Trigonometrie der Schule, ebene wie spharische, hat 
eine Ausdehnung erfahren, die fruher fur Astronomen hingereicht hatte. 

Auch der zweite groBe Zug des Jahrhnnderts, der kritische, ist in 
der Elementargeometrie in hohem Grade wirksam. Yon Hume, Leibniz, 
d'Alenibert und vor allem von Kant und Bolzano geht die Frage 
nach dem Wesen der Geometrie aus; man fragt, woher sie ihre Sicher- 
heit nehme, und nach dem Grade dieser Sicherheit, und dann kommt 
Gaufi bei der [Jntersuchung der Euklidischen Postulate zu der Er- 
kenntnis, daB die Grundlagen der Geometrie Erfahrungstatsachen sind, 
und Jolumn Bolyai und Lobatschefskij erbauen eine absolute Geometrie. 

Die Fragen nach der Anzahl, dem Zusammenhang, der Tragweite 
der Axiome werden heiB umworben, und sie konnen am SchluB des 
Jahrhnnderts durch Pasch, HUbert, Veronese, Ingrami, Enriqms als ge- 
lost gelten. Strenge der Beweise, Ordnung der Satze nach innerem 
Zusammenhange werden gefordert und geleistet. Die franzosische Revo- 
lution, die alle Autoritaten zertrfimmerte, wendet sich auch gegen 
EuMid] es entstehen, angeregt vielleicht durch d'Alembefi, mehr noch 
durch den Gegensatz zu den bedeutenden Leistungen der Jesuiten, die 
Elemente Legendre's und erobem rasch das ganze Gebiet der roma- 
nischen Yolker, einschliefilich Belgien und Holland. Mit ihnen beginnt die 
Arithmetisierung der Geometric; sie gewinnt durch Weierstrafi Macht, 
filhrt in Georg Cantor's Mengenlehre zu dem Yersuch, den rein geo- 
metrischen Begriff der Eontinuitat arithmetisch zu definieren, und findet 
ihren scharfsten Ausdruck in HUberfs Grundlagen; sie zeigt sich noch 
sehr scharf in den letzten und vielleicht bedeutendsten fQr die Schule 
bestimmten Btichem von Veronese und Ingrami. 

Und dazu kommt wieder ein dritter groBer Zug der Zeit: das Ge- 
setz der Kontinuitat, das Leibniz fUr seine groBte Entdeckung erachtete^ 
wird Gemeingut, und machtig erweitert sich damit das Interesse f&r 
das historische Werden. Es wird klar, daB Monge, fttr dessen Wertung 
ich auf die Briinner Programme von Obenrauch 1893 und 1895 ver- 
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weise^ an Lambert ankniipft und dieser an Diirer und Leonardo da Vindy 
nnd Bchliefilich verfolgen wir die darstellende Geometrie bis zu Grund- 
ri£ und Aufrifi der Saule im Tempel von Phile! 

Poncdet kndpft an Desargues an^ Steiner an La Hire, Gaufi an 
Lambert und dieser an Saccheri usw. bis ProJdos und Heron. Die 
Arbeiten von Chasles, Cantor, Zeuthen, Heiberg, HuUsch^ FriecUein, All- 
man, Loria und wahrlich nicht als die letzten die von Tannery haben 
uns die griechisclie Mathematik erschlossen, Colebroohe die indische^ 
Woepcke, Munk die arabische, Steinschneider die hebrilische. 

Dabei zeigt es sich denn allerdings, dafi unsere Elementargeo- 
metrie^ was die Materie betrifit, wenig fiber die der Hellenen oder der 
Araber hinausgekommen ist. Eine Unmenge der Satze^ welche als 
neu die Zeitschriften fiillten, sind teils direkt alt^ teils neu nur in der 
Form; teils Spezialisierung alter Satze. Ich erinnere nur an den Mefie- 
loos, an die TransYersalentbeorie; insbesondere an das Porisma 176; an 
die flachensatze von Pappus, an die GiddinBche Begel usw. Ist doch 
die Badikalachse schon den Arabem bekannt gewesen. 

Eine genaue Durcharbeitung von Clamus, Ciisanus usw. wUrde 
manchen Prioritatsstreit iiberfltlssig machen. Uberhanpt ist es sonder- 
bar, wie oft dieselben Gedanken — ob bewuBt oder unbewufit^ ist 
manchmal schwer zu entscheiden — wiederkehren. Ich verweise auf 
die einzelnen Probleme^ erwahne die vielen Beweise des Pythagoras, 
der freilich selbst seinen Satz den Indem entlehnt hat^ verweise auf 
Steiner, der GauUier ganz verschwiegen hat; auf die „GouzyBche" mitt- 
lere Proportionale, auf die „Schwdbach&' Methode der Isoperimetrie fttr 
die Ereisberechnung; auf den Streit um die Entdeckung der reziproken 
Badien; den Gedanken, gleichzeitig mit Richtung und Lange der Strecke 
zu rechneu; der bei Plucker, Bdlavitis, Mobius, Hamilton, Scheffler un- 
abhangig entsteht; ich erinnnere femer an Killing' s „ TFciers^a/Ssche" 
EoordinateU; an Cayley's Entdeckung der „CagnolisclLen^^ FormelU; von 
Gaufi-Detambre-Mollweide zu schweigen, usw. usw. 

Dennoch ist die geistige Arbeit auch auf unserem Gebiet gewaltig 
gewesen; es hat seine GroBen wie die anderen. Ich lasse Lebende un- 
erwahnt und nenne nur: L'Huilier, Servois, Durrande, den viel zu friih 
Dahingeraffiben; BobiUier, Catalan, T. S. Davies, Weddle, Wallace, Mason, 
Levy, Butherford, Todhunter, Kelland, Totonsend, Hart, die Winterthurer 
Adams und Moosbrugger; Nagd, Beiischle, C. F, A, Jacobi, Bretschnei- 
der, Baltzer; Malfatti, BeUavitis, De Zolt, Bettazei, Gamier, van Stoin- 
den, van Geldem, Wolfgang und Johann Bolyai, Nikolaus Lobatschefskij. 

Die Giite des verstorbenen Direktors Barack, des Grtinders der 
StraBburger Bibliothek, und seines STachfolgerS; Hm. Eutings, hat mir 
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die Benutzung dieser Bibliothek in hohem Grade erleichtert; der Abtei- 
lungschef, Hr. Landauery hat mich nach Kraften unterstutzt; aber die 
StraSburger Bibliothek hat gerade auf elementar-geometriBchem Qe- 
biete grofie Lucken. Hatte mir uicht mein yerehrter Freund Neuberg 
das Journal ^lementaire von Bourget (Longchamps) und die Mathesis 
geschickty so wdrde ich auch diese wichtigen Quellen haben entbehren 
mtissen. Eurze Zeit konnte ich in Berlin arbeiten^ wo mir der Ober- 
bibliothekar Dr. Valentin jede mogliche Hilfe zuteil werden liefi. Gino 
Loria habe ich fiir einen Bericht Uber die Entwickliing des italienischen 
IJnterrichts zu danken. 

Das Beferat schliefit im wesentlichen mit dem Jahre 1900 ab, nur 
ausnahmsweise sind literarische Erscheinungen bis 1903 berucksichtigt. 

Und nun noch eine personliche Bemerkung. Ich habe yersucht, 
soweit es mir moglich war, aus eigener Eenntnis zu urteilen, aber 
niemand kann yon der Unzulanglichkeit des Eleferats scharfer iiberzeugt 
sein als ich selber. 

2. GeBObiohte (Bibliographie). Die Geschichte der Elementar- 
geometrie ist im wesentlichen die der agjptischen, griechischen^ indi- 
schen^ arabischen Geometrie, wozu etwa die Periode von 800 — 1600 
{Vieta und Fermat) der europaischen Geometric kommt. Wegen der 
Geschichte der einzelnen Probleme vergleiche man die unten folgenden 
besonderen Abschnitte. 

Das Hauptwerk des Jahrhunderts sind Moritz Cantor's Vorlesungen 
iiber Geschichte der Mathematik, und sie werden es bleiben, auch 
wenn es dem Werke ergangen sein wird wie seinem Vorganger im 
18. Jahrhundert; der groSartigen Histoire des Mathematiques Mofituda's. 
Auch Cantor wird die yon seinem Werk ausgehende Einzelforschung 
nachweisen^ daB er in sehr yielen Einzelheiten geirrt hat. 

Zwei Momente sind besonders wichtig: 1) im Anfang des Jahr- 
hunderts wurde die indische Mathematik erschlossen und 2) schuf der 
NeuhumanismuB eine philologische Schule, die mit einer friiher unbe- 
kannten Scharfe und mit entsprechendem Erfolg die Werke der Agypter, 
Hellenen^ Inder, Araber, Hebraer edierte. 

Vorlesungen an den Hochschulen (ich nenne nur Cantor, Mansion, 
Loria) verbreiteten das Interesse an historischer Forschung, und schlieB- 
lich erkannten auch die Gymnasiallehrer ihre Bedeutung fur den Unter- 
richt. Ich zitiere aus meiner Methodik und Didaktik {Baumeisier, 
Handbuch der Erziehungs- und Untemchtslehre flir hohere Schulen, 
Miinchen 1895): ,^ie Schiller sind von Sekunda an fiir geschichtliche 
Mitteilungen sehr dankbar; sie ffihlen ganz richtig heraus, daB der 
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£inblick in das historische Werden der Erkenntnis zugleich auch das 
beste Verstandnis fiir das Gewordene vermittelt. Fflr den Lehrer ist 
dieser Einblick ganz besonders wichtig^ weil nur die Geschichte Auf- 
klarung gibt fiber die Schwierigkeiten, welche der Geist bei der Be- 
waltigung der einzelnen Probleme zu fiberwinden hat. Dazu kommt 
noch ein anderer Umstand, der ffir die Schnle ganz besonders zu be- 
tonen ist^ der Hinweis namlich auf den Zusammenhang aller Eultur- 
arbeit; d. i. kurz^ auf die Einheit des menschlichen Geistes.^ 

Ich zahle zunachst die bedeutendsten unter den Historikern der 
Elementargeometrie auf. In Belgien: H, Queteld und P. Mansion] in 
Danemark: J,IIeiberg und H.Zcuthen] in Deutschland: Nesselmann, Ofter- 
dinyer, Breischneider, HauJccIj Maxhn, Curtze, TreuUeiny S. Giinther und in 
neuester Zeit Engely Sidclcel, von Braunmiihl\ in England: AUman, 
Bouse Bally Glmsher, Todhunter, Gow, Heathy C. Taylor y Mackay, der 
lur eino Anzahl elementargeometrischer Probleme das Material^ insbe- 
sondere das englische; durchforscht hat. In Frankreich sind zu nennen: 
Belanibre, Bossut, Hahnay Vincenty Chaslcs, der mit seinem Aper^u 
historique auch ffir Deutschland den Anstofi gegeben hat, Terqueniy 
H. Martijiy der Heroforscher, Sedilloty der iiberall griechischen EinfluB 
im Orient nachzuweisen sucht, C Henry und Tor allem Paid Tantiery, 
wohl der bedeutendste Kenner griechischer Elementargeometrie. In 
Holland hat Bierens de Haan ^^Baustein um Baustein'^ zur hoUandischen 
Geschichte herbeigetragen. In Italien hat Furst Boneompagni sein 
ganzes Yermogen der Geschichte der Mathematik und dem Bulletino 
Boncompagni geopfert, ffir das Gino Loria, der Vorkampfer histori- 
scher Forschung; neuerdings einen kleinen Ersatz geschaffen hat; dann 
sind dort: FavarOy der Galileiforscher, Nardu^cciy Goviy Biccardiy der 
Bibliograph EuklUTs und seiner ffinf Postulate, und Vincenzio Flauti, 
der Herausgeber des Euklidy und es sei auch G. Libri nicht Tergessen. 
Der schwedische Forscher G. Enestrom hat die in Deutschland er- 
scheinende Bibliotheca Mathematica jetzt geradezu zum Zentrum der 
historischen und bibliographischen Bestrebungen gemacht. In der 
Schweiz sind der wackere JJ. Wolfy H, Suter, Graf und in neuester Zeit 
sehr erfolgreich F. Budio aufgetreten. In Rufiland sind Waschtschenko, 
Bohynin und Alcxejef zu nennen, und in Amerika Cajori, Baker und 
Hoisted und selbst in Japan Kikudii und Ftijisawa. 

Wie Colehrooke und Taylor die indische Mathematik, so erschlofi 
der Papyrus Rhind die agyptische; orientalische und klassische Philo- 
logen, Yon denen einige zugleich Mathematiker waren, wie Wocpeke und 
Friedleiny klarten uns fiber die betreffende Mathematik auf; ich nenne 
Woepcke, Oppert, Munk, Bodet, Stdnsclineider y Thihaut ffir orientalische 
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und hebrikische Literatur und Letronne, Vince^U, Ndkh, Friedlein, HtdtscJi, 
Heibergf Menkes Bids, Heath £ttr helleniBcIie. 

Sehr Yiel Material birgt das Journal asiatique, die Zeitschrifb fiir 
Agyptologie (Barcha/rdt\ die Zeitsclirift der deuischen morgenlandischen 
Oesellschaft, der Bursian, der Philologus, die Reyue scientifique, die 
historisch-literarische Abteilung der Zeitschr. f. Math. u. Phys. 

Von Lehrbiichem, die fiir die Scbule bestimmt sind, kenne ich 
nur eins, das einen wirklichen geschichtlichen tFberblick liefert, es ist 
der Traite von Bouche et de Comberousse, insbesondere die VII. Auf lage 
Ton 1900. Als Quelle yielfacher historischer Belehrung mufi auch das 
Werk Questioni riguardcmti la geometria dementare von Fed. Enriques, 
Bologna 1900, angesehen werden. 

Nun zu den Einzelheiten: 

An der Schwelle des Jahrhunderts steht: 

Ahrah. Kastner's fleifiiges Werk Geschichie dei Mathematik, Gdttingen 
1796—1800. 

Ch. Bo88uty Essai sur rhistoire g^n^rale des Mathdmatiques , Paris 1802, in 
alle Enltursprachen ubersetzt. 

J. B. J. DelambrCf Arithmdtiqne des Grecs, Paris 1807 (Einleitung seiner 
Astronomie. Anch in F. Peyrard's franz. Ausgabe des Archimedes^ Paris 1807). 

F. Peyrard^ die grofie dreisprachige ^uA;Z{V2- Ausgabe (Elemente und Data) 
1814—1818, die erste mit Benntznng des Yaticanus 190, der S.lter ist als Thean's 
Bearbeitung; daneben nenne ich die griechische Ausgabe von: 

E. F. Atigtut 1826—1829. (8. iLber die J^uA:{i(2-Au8gaben und tTbersetzungen 
P. Eiccardi^ Bol. Mem. 1887—1890, und Max Simon, Euklid und die sechs plani- 
metrischen Bficher, Leipzig Teubner, 1901.) 

Halma^% tTbersetzung des Almagest ins FranzOsiscfae (mit Noten von Delambre) 
Paris 1818—1816. 

Acharya's (Bha^scara) Lilawati, englisch von Joh. Taylor ^ Bombay 1816 
(1821 Thton'B Eommentar). 

.H*. T. Colehrookey Indian Algebra with Arithmetic and Mensuration from 
the Sanscrit of Brahmeyupta and Bhascara translated; London 1817. 

J. H. M. Poppe, Geschichte der Mathematik seit der Altesten bis auf die 
neueste Zeit. Tubingen, 1828. 

Q. 8. KlUgeVa Mathemaiisches WOrterbuch, Leipzig 1803—1836, ein Ver- 
such, Ahnlich wie die jetzige Enzyklop&die , aber auf eigene Faust, die Mathe- 
matik seiner Zeit zu kodifizieren; bis 1808 KlUgd^ dann: 

(7. B. Mollweide und J. A. Grtmert (Q — Z) und zwei Supplementb&nde von 
Gnmert allein, 1833 und 1836; MoUweide und Grunert bringen besonders viel 
Literaturangaben. 

E. Nizze^ Deutsche Ausgabe des Archimedes, Stralsund 1824. id. ibid. 1826 
Die Sph&rik des Theodosius (griech. u. lat. Berlin 1862). 

Mich. Chasles, Aper9u historique, Paris 1837; zweite, unvei&nderte , Auf- 
lage 1876; dritte 1889. 
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6r. Libri, Histoire des sciences math^matiqiies en Italie, Paris 1888—1841 
(Renaissance bis 1700). 

F, Nessehnanriy Die Algebra der Ghiechen 1842; leider nur der I. Teil. [Da 
die Algebra der Griechen geometrische Einkleidung hatte, oder vielleicht richtiger, 
die Geometrie algebraische Grundlage hatte, so ist das fOr seine Zeit ausgezeich- 
nete Werk auch fCir die Elementargeometrie wiohtig.] 

L. A. Sedilloty Mat^rianx pour servii & Thistoire compar^e des sciences 
matb^matiques chez les Grecs et les Orientanx, Paris 1846, 1849. 

F. Woepcke, 1851 Journal Asiatique. t^ersetzting eines arabischen Mannskripts 
der verlorenen Euklidiachen Scbrift IIbqI 9uctQi6$mv (fiber Teilnng yon Figoren) 
{Dee 1668); daraufbin hat 

L. F. Ofterdinger 1868 den Versnch einer Bekonstitniening, Programm Ulnif 
gemacbt; dazn 

A. Fava/ro^ Preliminarie ad una restituzione del libro di Eudide suUa divisi- 
bility delle figure piane Yen. Ist. Atti (6) I (dem Ofterdinger entgangen ist). 

H. Martin, 1864 Memoires pr^sent^s par des savants & Tacad^mie des in- 
scriptions etc. I. weist nach, dafi nur ein Heron (etwa 100 v. Chr., s. aber unten) 
existiert bat. 

A. Amethy Geschichte der Mathematik^ Stuttgart 1864, eine fiir ihre Zeit 
tdchtige Arbeit. 

C WaddingUm, Ramus (Pierre de la Ram^e) sa vie, ses Merits et ses opinions 
Paris 1866. Ramus, der die Welt von den Fesseln der Scholastik und des von 
ibr mifiverstandenen AristoUles be&eite, hat auch die Autorit&t des Euklid in 
scharfer Eritik bestritten. (Scholarum math, libri III.) 

0. Terquem^ seit 1865 bis zu seinem Tode 1862 Herausgeber des Bulletin de 
Bibliographie d^Histoire etc. als Anhang zu den Nouvelles Annales. 

M. Cantor, seit 1866 bis 1900 Redakteur der literarhistorischen Abteilung 
der Zeitschrift fOr Mathematik und Physik. 

Mich, Chasles, Les trois livres de porismes d^Eitclide r^tablis 1860 (dazu 
Buchbinder, Programm Schulpforta 1866). 

L. F. Ofterdinger, Beitrag zur Geschichte der Mathematik, Programm Ulm 
1860. Ofterdinger vermutet, dafi Archimedes seine Volumenbestimmungen zun&chst 
empirisch durch Wage und Hohlmafi gemacht babe, nach Art der Agypter, was 
durch Heron'a Metrica, Ausgabe von H. Schone, Leipzig 1908, Buch 2, Kap. 20 
vOllig evident wird. 

L. Cremona, Considerazioni di storia di geometria, Milano 1860, kurzer 
Cberblick. 

J. T. H. MUUer, Beitr9,ge zur Terminologie der griechischen Mathematiker, 
Leipzig, Teubner 1860. 

C. Blafi, De Platone mathematico, Bonn 1861. 

J. T. H. MalUr, Zur Geschichte des Ihialismus in der Geometrie, Archiv 
Math. PhjB. 86, p. 1. (Hinweis auf Maivrolycus.) 

Fr. HuUsch, Ausgabe des Heron, Berlin 1864, von der Kritik durchaus an- 
erkannt; 85 Jahre darauf wurde infolge der Auffindung arabischer Manuskripte 
eine neue Ausgabe von 

W. Schmidt veranstaltet, Leipzig 1899, wonach Heron, als unzweifelhaft von 
Posidonius beeinflufit, statt um 100 v. Ghr. etwa um 100 n. Chr. zu setzen ist, 
aber E, Hoppe, Progr. 816, Hamburg 1902, schliefit sioh wieder Cantor an, indem 
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er einen zweiten Posidonius vor Archimedes annimmt, nnd seine Argumentation 
wird aach durch die Metrik von H. Schone, 1903 ediert, besi&tigt. 

A. Quetelet, Histoire des sciences mathdmatiques et physiques chez les Beiges 
1864 (Wurdigung Yon Cantor, Zeitschr. Math. Phys. 1866, p. 291). Von da ab 
fotgesetst durch 

P. Mansion in wiederholten Berichten. 

L. Spengel, Eudetnii Rhodii Peripatetici fragmenta, 1. Aufl. 1865, 2. Aufl. 
Berlin 1870. Eudetnos, ein unmittelbarer Schiiler des Aristotelcs, schrieb etwa 
30 Jahre vor Euklid eine Geschichtc der Mathematik, von der Beste durch Pro- 
klos, Eutokios und in einem Bericht uber die Lunulae Hippocratis im Simplicius- 
Kommentar zur Physik des Aristoteles erhalten sind. Vergleiche dazu 

F. Eudio, Der Bericht des Simplicius, Bibl. math. (3), 3, p. 7—62 und Zusatz 
(3), 4, p. 13. — JRudiVB Eoi^jektur, dafi tmcma dort Sektor und nicbt wie moistens 
Segment bedeute, ist im hOchsten Grade einleuchtend. 

M. Cantors Mathematische Beitr&ge zum Eulturleben der Vdlkcr, Halle 1868; 
ich nenne gleich die anderen Yorarbeiten: Euklid und sein Jahrhundert {ScMomilch 
12 [1867]; Die rdmischen Agrimensoren, Leipzig 1876.) 

Herm. Hankel, Die Entwicklung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten, 
Festrede, Tubingen 1869, mehrfach in fremde Sprachen ubersetzt. 

C A, Sretschndder , Die Geometrie und die Geometer vor EuldideSj 
Leipzig 1870; Wertung bei Cantor, Zeitschr. Math. Phys. 16 [1871]; ein Werk, das 
beinahe die Mathematik vor Euklid entdeckt hat, vgl. aber oben F. Biidio. 

Mich. Chasles, Rapport sor les progr^s de la geometrie, Paris 1870. (Deutsch- 
land etwas vernachl^ssigt.) 

G. Friedlein, Frokloit, Leipzig 1873; die erste griechische Textausgabe 
seit Simon (rrynaetis, Basel 1533; die lateinische Cbersetzung von F. Barozzi, 
Padua 1560 ist nur eine Wortubertragung und sie ist von Taylor ebenso ins 
Englische ubersetzt word; eincen deutsche t^ersetzung einiger Teile gibt es von 
Majer, Programm Tubingen 1876, Pctita und Axiomata; Programm Stuttgart 
1881. Die Definitionen; vergl. auch 

Joach. H. Knoche, Progranun Herford 1862, und vorher Def. 4, 1866, der auf 
C. F. Hauher, Chrestomatia geometrica, TiLbingen 1820, fufit. 

G, Govi, Sur Tinvention de quelques ^talons naturels de mesure (Histoire 
des sciences, Torino) 1871. 

G. Friedlein, Beitr^ge zur Geschichte der Mathematik, Hof 1869, 72, Platon 
1873. 

H. StUer, Geschichte der mathem. Wissenschaften, Ziirich, Band 1, 2. Aufl. 
1873, von Cantor getadelt; der andere Band (1875) erheblich besser beurteilt. 

H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und im Mittel- 
alter, Leipzig, 1874, aus dem Nachlafi unvoUendet vom Yater herausgegeben, 
trotz mancher M9>ngel im einzelnen ein vorzuglicher Dberblick fiber die Mathe- 
matik der Hellenen, Inder und Araber. 

H. Menge, Des Archimedes Kreismessung nebst des Eutokios aus Askalon 
Kommentar (s. tTbcrsetzung der xvxXov fUrgricig von F. Rudio), Programm, Koblenz 
1874. 

G. Friedlein weist nach, dafi HypsiJUes (2. Jahrhundert v. Ghr.) Yerfasser des 
14. Buchs der Elemente ist, Boncompagni, Bull. 6 (1873). 

H. MaHin best&tigt das und bestimmt als Yerfasser des 15. Buches einen 
Schiiler des Isidorus etwa 530 n. Ghr., Boncompagni (Bull. 7). 
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A. Favaro, Saggio della cronografia del matemaiici deir antichita, Padova 
1876. 

Pappi Alexandriiii Collectiones, die Kodifikation der hellenischen Mathe- 
matik, das vrichtigste Qnellenwerk, mnstergiiltig von 

F. HuUsch 1876—78 ediert (Buch 7 und 8, deutsch von Gerhardt, Halle 1871, 
dazu Fiogramm Eisleben 1876); ansfCilirliches lieferat von 

M. Cantor, Zeitschi. Math. Phye. 21, 22, 24, hist.-lit. Abt. 

8. Gunther, Zni Geschichte der deutschcn Mathematik im 16. Jahrbundert, 
Zeitflchr. Math. Phys. 20 (1876), hist.-lit. Abt., p. 1. 

S. GUniher, Ziele und Resultate der neueren mathematisch historiflchen 
Forschnng, Eilangen 1876. 

M. Cantor, Graeco-indischc Studion, Zeitschr. Math. Phys. (1877), hist.-lit. 
Abt., p. 1 (Nov. 1876). 

Bud, Wolf, Geschichte der Astronomie, 1877; schr vicle historische Notizen, 
auch fur Klementargeometrie inkl. Trigonometrie. 

Aug. Etsenlohr, ein mathematisches Handbuch der alten Agy|)ter {Papyrtts 
MMnd), das Yademekum fOr Feldmesser des Schreiberd Ahmes, Leipzig 1877, 
2. Aufl. 1891. VJher dieses wichtigste und bis vor kurzem ftlteste Quellenwerk 
der ftgyptischen Mathematik ist im Jahrbuch db. d. Fortschritte d. Math, erst 
Bd. 22) p. 9 (1890) ein Referat gegeben; wcder in der Zeitschr. Math. Phys., noch 
im BuUetino von Boncompagni, noch in der Bibliograpbie der Nouvelles annales 
fand ich eine bezflgliche Bemerkung; nur eine Notiz iiber das ausfQhrliche Re- 
ferat von 

A. Favaro, Modena 1879; Papyrus Rhind ist dabei von Cantor 1880 aus- 
genutzt; eine neue Ausgabe von berufener Seite steht bevor, da die von Eisenlohr 
der heutigen Agyptologie nicht mehr gcniigt. Eine sohr aiisfiihrliche Besprechung 
von E. Bevillot findet sich in seiner Revue egyptologique p. 308, dessen Ansicht, 
daft der Papyrus Ahmes von Cantor aufierordentlich iiberschatzt ist, sich Referent 
anschliefit. 

C. J. Gerhardt, Geschichte der Mathematik in Deutschland, Mdnchen 1877. 

G. J. AUman, Greek geometry from T hales to Euclid, Dublin 1877, 1881 
und dann abgeschlossen 1889; Sammlung von 6 in der Dublincr Zeitschrift Her- 
mathena erschienenen Aufs&tzen, Fortschritt gcgon Bretschneider. 

B. BoOHauf, Die Mathematik zu Platon's Zoiten und seine Beziehung zu ihr, 
Mflnchen 1878. 

J. L. Heiberg, Quaestiones Archimedicae 1879, ebenso wie Die Kenntnisse 
des Ardiiniedes fiber die Kegelschnitte, Zeitschr. Math. Phys. 26, hist.-lit. Abt., 
p. 41, und einige von Archimedes vorausgesetzte elementare Kenntnisse, Zeitschr. 
Math. Phys. 24, hist.-lit. Abt., p. 177, eine Yorfrucht seiner Ausgabo Arehi-- 
tnediUf opera omnia cum commentariis Eutocii, vollstftndige Edition mit alien 
Mitteln modemer Philologie. Leipzig 1880—81. 

L. Bodet, Journal asiatique 7. 13, 1879. Obersetzung des Aryabhatta (des 
ersten grofien indischen Mathematikers). 

Maritz Cantor, Vorlesungen (iber Geschichte der Mathematik, Leipzig, 
I 1880; II 1892; HI 1894; III 8 1898; 2. Aufl. I 1898; n 1 1899; III bis 1901. Die 
rasche Folge der Auflage zeigtam besten, wie sehr das historische Interesse er- 
starkt ist. 

H. Klamroth, t^ber den arabischen Euklid; Zeitschrift der deutschen morg^n- 
l&ndischen Gesellschaft 36 (1881); dazu 
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J. L. Heiberg, Die arabiache Tradition der Elemente des Euklid, Zeitschr. 
Math. Phye. 29, p. 1—29; und 

Steinschneider, Euklid bei den Arabern, Zeitschr. Math. Phys. 31, p. 81. 

G. Batter, GedachtniBrede auf Otto Hesse; Miinch. Ber. 1882 (zugleich ftber- 
blick iiber die Entwicklung der Geometrie in grofien Zflgen). 

F. de Boer, De Wiskunde der Indiers, Bede^ Leiden 1884. 

C. Biafi, Dissertatio de Gemino et Posidonio, Kiel 1883 (GeminOB, etwa urn 
50 V. Ghr. nach Tannery, ist nach Blafi gleichzeitig mit Posidonius (ygl. Tannery 
in La g^om^trie grecque, p. 29). 

Patil Tannery, Das Delische Problem ( WCirfelverdoppelung) , Bord. M^m. 
(2)2, 1878, p. 277; Hippocrates Yon Chios, Bord. M^m. (2) 2, 1878, p. 178. 
Thal^s et see emprunts k TEgypte, Rerae philosophique 6 (1880); Qnelquea fragments 
d'ApoUonius de Perge (besonders Proklos ansgenutzt), Bull. sc. math. (2) 6 
(1881), p. 124; Snr la mesnre du cercle d'Archimide , ibid. p. 161, Bord. M^m. 
(2) 4, p. 313; L'arithm^tique des Grecs dans Heron d'Alexandrie, ibid., p. 396; 
De la solution giotn^trique des probl^mes du second degr^ avant Euclide (Pytha- 
gor&er), Bord. M^m. (2) 4 (1881), p. 326; Le fragment d'EtMme sur la qua- 
drature des lunules (fiber AUnian hinausgehend , s. SpengeT)^ ebenda 2 (6) 1882, 
p. 257 ; Aristarque de Samoa , ibid. p. 237 ; Sur une critique ancienne (Pappos) 
d'une demonstration d' Archimede , ibid. p. 49; La stereomt^trie de Hiron d^Alexan- 
drie und l^tudes heroniennes , 1883, p. 306, p. 347. Die in dem Bull. sc. math, 
veroffentlichten Arbeiten Tannery"^ wurden dann gesammelt in „Ikr gSamSMe 
grecqtte^^ Paris 1887, L Teil, der zweite ist unterblieben, infolge des Er- 
scheinens von 

.H"* G. ZetUhen, Die Lehre von den Eegelschnitten im Altertum, Eopen- 
hagen, dSnisch 1886, deutsch (von Fischer-Benzon) 1886. 

Max. Marie, Histoire des sciences math^matiques et physiques, B&nde 1 — 3 
(Thales bis Diophant), Paris 1883 und 84. 

Waschtschenko, Gescbichte der Mathematik (russisch), Bd. I 1883. 

Etnil Weyr, t^ber die Geometrie der alten Agypter, Festrede, Wien 1884, 
Im Almanack der Akademie, dazu 

M. Cantor, 'Ober den sogenannten „Segt*^ der alten Agypter, Wien. Ber. 1889 
(Seqt Tangente und Gosinus); vgl. Trigonometrie. 

J. Z. Heiberg und H Menge, EHi^didis opera omnia, Leipzig 1883—1893; 
seit Gregory (1702) die erste yollst&ndige ^uA^Zid- Auagabe; vorangehen Heiberg^ b 
Litteraturgeschichtliche Sttidien iiber Euklid, Leipzig 1882; von Menge sind die 
Data, Bd. 6, 1896. Ffir Buch 10—13 hat Heiberg den von ihm, Philologus 44, 
Bd. 63 , beschriebenen Palimpsest (Alter als TheofC) benutzt. Fflr Buch 14 des 
Hypsikles yersagte der Vatikanus (Peyrard) 190, und der Monacensis 427 trat an 
seine Stelle. Ein Supplementband 1899, Anaritii Eommentar ist von 

Max, Curtze, Ourtz'e hatte in Erakau eine voUst&ndige lateinische Ober- 
sotzung des Eommentars des An-NaYrizi (arabisch) von Gerhard v. Cremona aus 
dem Ende des 12. Jahrhunderts gefunden, die f&r die ersten 10 Bficher und ganz 
besonders fur die Wurdigung von Heron sehr vichtig ist, insbesondere es klar 
stellt, dafi Heron einen Eommentar zum Euklid verfaBt hat (Referat yon Cantor, 
Zeitschr. Math. Phys., hiBt.-lit. Abt., 1899). 

J. Gow, A short history of Greek mathematics 1884 (anschliefiend an Bret- 
schneider, Hankel, Cantor, aber seinen Landsmann Allman nicht beriicksichtigend). 

Th. Beye, Die synthetische Geometrie im Altertum und in der Neuzeit, 
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Rektorrede, Strafiburg 1886, 2. Aufl. 1899, auch im XI. Band dee Jahrbuchs der 
Deutsch. Math. Yerein. 1901. 

£f. GrtlfUher, Geschichte des mathematischen Unterrichts im deutechen Mittel- 
alter bis zom Jahre 1525 {Kehrbcu^, Monnmenta Germaniae Paedagogica 3 [1887]); 
Geschichte der cmtiken NaturwissenschafUn, in Iwan MHUer's Handbuch dee 
klassischen Altertums, 5 (1888), Abt. 1, sehx gut orientierend und reich an 
Liteiaturangaben. 

W. W. Bouse BaU, A short account of the history of Mathematics London 
1888, 2. Aufl. 1893. 

J^. Cajori, The teaching and history of mathematics in the United States 
(ein riesiges anf 1000 Fragebogen gesammeltes Material) Washington 1890; nach 
Cajori beginnt vissenschaftliches Leben in Nordamerika mit der Grtindung der 
Johns Hopkins University und Sylvester* b Berufung an diese. 

G, Heppel, The use of history in teaching mathematics 14. Januar 1893 ge- 
lesen vor der A. I. G. T. (s. Methodik), Nature 48 (1893), p. 16. 

€Hno Laria, II periodo aureo della geometria greea, Torino 1890 (Tor. Mem. 
(2) 40); EukUd, Archimedes^ Eratosthenes, ApoUonius, Hypsikles, NikomachHS, 
Diokles, Perseus, Zenodoros; idem Modena 1893: Le scienze esatte nell' antica, 
Grecia, ein Werk, das sich mBJilig auf 5 Teile, „BC[cher*^ betitelt, ausgedehnt hat, 
Schlufi 1902. Wir schliefien gleich sein Hauptwerk an: II passato ed il presente 
deUe principali teorie geometriche, 2. Aufl. 1896 (1. Aufl. mehr Skizze 1887) und 
DeUa varia fortuna di Euelide, Bom 1893 und Gelegenheitsschriften : L'odiemo 
indirizzo e gli attuali problemi storia delle matematische (Appell an die Histo- 
riker mitzuhelfen 1892). Artikel Matematica 1896 im Dizionario illustrate di 
pedagogia di Martinazzoli ; La storia della matematica (Torino 15. Sept. 1898, 
Periodico XIY), wo Loria sich sehr trefPend fiber die historische Yorbildung der 
Lehramtskandidaten ausspricht. Le trasfigurazioni di una scienza, Geneva 1900 
Festrede. 

K. Fink, kurzer Abrifi einer Geschichte der Elementarmathematik, Tubingen 
1890; englische t^bersetzung von W. W. Beman und D. E. Smith. Chicago, 1900, 
333 S. 8^ 

J, B. Heiberg, Apollonius. Leipzig 1891. 

A. Brill, Streifblicke zur Geschichte der Geometric (aus der 1889 gehaltenen 
Tflbinger Antrittsrede 1891 in den Mitteilungen des mathematisch-naturwissen- 
Bchaftlichen Yereins in Wfirttemberg), betont den historischen Zusammenhang 
zwischen Theorie und Praxis. 

H. G. 2kfdhen, Die Konstruktionen als Ezistenzbeweis in der griechischen 
Mathematik (dSjiisch) Nyt. Tids. Ill A 105, 1892. idem: 1893; Deutsch: Geschichte 
der Mathematik im AUei-tum und Mittelalter 1896, Referat: G. Loria, Periodico 
II, S. 1, 1896, fortgesetzt 1903. 

F. Budio, tfbei den Anteil der mathematischen Wissenschaft an der Eultur 
der Renaissance, Hamburg 1892 {Leonardo da Vinci; Begiomontan'a Ephemeriden 
und Columbus). 

F. GoQori, A history of mathematics 1894; A history of elementary mathe- 
matics with hints on methods of teaching 1896. 

/. L. Heiberg, Sereni Antinoensis opusculus 1896. 

JfT Ourtze, Zur Geschichte der t^bersetzungen der Elemente im Mittelalter, 
Bibl. math. (2) 10 (1896). 
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T. L. Heath, ApoUonius' Kegelschnitte mit eincr historischcn Einleitung 
(englisch) Cambridge 1896 and Archimedes desgl. 1897. 

A, Burkf Das ApaBtamba-Sulba-Sutra; Zeilschrifb der deuUchen morgen- 
landischen Gesellschaft 1901, p. 548 Festsiielluiig der indischen Kenntnisse in 
Geometrie bis 800 v. Chr. (siehe unten nnter Pythagoras) vorher: 

George Thibaut, The ealvasutra's, Calcutta 1875. 

H. v. Mangoldt, Bilder aus der Entwicklung der reinen und angewandten 
Matheniatik w3lirend des XIX. Jahrhunderts, Festrede, Aachen 1899. 

J. Boyer, Histoire des mathematiqaes , Paris 1900; und zum Schlufi dee 
Altmeistcrs M. Cantor Vortrag auf dem Pariser intemationalen Kongrefi: L'Histo- 
riographie des mathematiqites. 

J. Tropfke, Geschichte der Elemeutar-Mathematik, Bd. 1 (1902), Bd. 2 (1903). 

3. Metbodik. Die Methodik des goometrischen Elementarunter- 
richts steht in ganz eiigem Zusammenhaiig mit der Philosophie; die 
groBe Frage, ob die Geometrie zu den reinen Geisteswissenschaften 
oder zu den Erfahrungswissenschaften gehort, ist noch immer streitig. 
Stehen auf der einen Seite Bolzano imd Kant, so auf der andern Gaufi 
und Eieniann und mit ihnen die Gesamtheit der jetzigen Hocliscliul- 
mathematiker. — Ampere hat in seiner groBen Klassifikation aller 
Wissenschaften die Mathematik an die Spitze der Erfahrungswissen- 
schaften gestellt (Philosophie des sciences, Paris 1835). Referent hat 
seinem eigenen Standpunkt in der Festschrift fiir E, E. Kummer Aus- 
druck gegeben: „Die Geometrie ist eine chemische Verbindung von 
Anschauung und Logik, aber der Logik gebiihrt der Lowenanteil/* 
Man lese auch den ersten Ai-tikcl in F, Enriques, Questioni riguardanti 
la geometria elementare, Bologna 1900. 

Wir haben jetzt in alien Landem fiir die Methodik des Unter- 
richts bestimmte Zeitschriften, wie die Hoffmannsche in Deutschland, 
den Periodico in Italien, Langley^s Mathem. Gaz., aber sie fiillen ihre 
Spalten nicht mit Methodik, sondern mit Methoden; eine Ausnahme 
schien die 1899 begrdndete Laisant-Fehrndie Zeitschrift ^L'enseigne- 
ment mathematique'^ zu bilden. Es ist ja' auch klar, daB ein Werk 
wie Petersen's Methoden und Theorien, so wenig es auch den Schiilem 
Schdlbach's und Bertram's Neues bot, auf die Methodik EinfluB geilbt 
hat, und gleicher EinfluB oder noch groBerer kommt Paul Serrefs 
Des methodes (1855) und besonders dem groBen Werke lyuJiamd's 
von 1865 — 68 und auch seiner Differentialrechnung zu. 

Sehr viel Material ist in den Zeitschriften zerstreut, wie z. B. in 
den Ilethwischs(^tTi Jahresberichten von Thaer, in den Literaturberichten 
Moritz Cantor' Sy Terqtwm's (Nouv. Annales), Loria'Sy ebenso in Reden, 
in Rektoratsreden wie die Rcycsche und die von Guido Hati^ck, viel 
in Besprechungen, in den Direktorenkonferenzen, auf Kongressen, das 
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meiste in den Yorreden der Lehrbiicher; besonders der deutschen, 
da es deren Verfasser lieben, die Berechtigung ihrer Blicher a priori 
zu begriinden. 

Es besteht seit langerer Zeit (1891) in Deutschland der Yerein 
zur Forderung des Unterrichts in der Mathematik und den Natur- 
wissenschaften mit einem eigenen Organ (seit 1895)^ den ^^Unterrichts- 
blattem"; das in BemJiard SchwaJbe ftir den natnrwissenschaftlichen 
Teil eine so stolze Kraft gefanden hatte, ftir den mathematischen aber 
unter Leitnng der Herren Pietzker nnd Richter (Wandsbeck) manch 
seltsame BlUte getrieben hat. Ich fiihre nur an, dafi iHdi), p. 93 der 
Winkel als Akt der Drehung selbst erklart wird. In Italien, wo die 
Methodik und die Philosophie der Elementargeometrie zur Zeit wohl 
in der hochsten Bliite steht — ich nenne nur Peano, Enriques, Loria, 
Veronese, Ingrami, Sannia, dOvidio, Lazzeri — hat sich seit 1896 ein 
analoger Yerein unter dem Namen ,,Mathesis^' gebildet, und es geniigt 
fur seine Bedeutung seinen ersten Prasidenten BeUazzi zu nennen und 
das YereinsorgaU; den ^^Periodico^ Die alteste Yereinigung ist wohl 
die englische Association for the improyement of geometrical teaching 
(A. I. G. T.) von 1871, die unter dem Yorsitz von Hirst, unter dem 
EinfluS von De Morgan und ganz besonders Sylvester sofort gegen die 
bisherige ausschlieBliche Benutzung des Euklid in England Stellung 
nahm und von der der Auftrag ausging, einen Syllabus, einen neuen 
allgemein verbindlichen Normallehrplan, auszuarbeiten, der aber bis 
dato meines Wissens nicht zustande gekommen ist; wenigstens haben 
die „Elements of plane geometry'^ von 1889 keine autorative Geltung 
gefunden. Der Yerein heiSt neuerdings Mathematical Association. 

Ins einzelne gehende Lehrbdcher der elementarmathematischen 
Methodik kenne ich aus dem 19. Jahrhundert von Wittstein, Dauge 
(Gent), Beidt und M. Simon, man kann auch Mager, H. Bertram, 
Duhamd, HoUel nennen. Laisanfs La mathematique, philosophie en- 
seignement, Paris 1898, ist eigentlich mehr eine causerie des Yerfassers 
als eine Anleitung zum Unterricht; ich bemerke, dafi die Franzosen 
unter Philosophie der Mathematik etwas ganz anderes zu verstehen 
scheinen als die Deutschen und die Italiener. Den Gegensatz markieren 
am besten Richard's Sur la philosophie des mathematiques, Paris 1903 
und H. Cohen's tiefsinnige „Logik der reinen Erkenntnis^, Berlin 1902. 
Wunderlich ist Laisanfs Ansicht iiber die Trigonometric, die doch 
schon seit Nasir Eddin einen selbstandigen Zweig der Mathematik ge- 
bildet hat. 

Was in der Enzyklopadie von Rein iiber mathematische Methodik 
steht, ist des Erwahuens nicht wert; dagegen sind die {Exnerscheu) 
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Instruktionen fiir die osterreichischen Gymnasien von 1885 geradezu 
eine heryorrageude Methodik; auch der sachsische Lelii*plan von 1893 
ist methodisch nicht unwichtig. Die neuen allgeineinen Lehrbiicher 
der Padagogik von Schiller und Ziegler sind^ was Matbematik betrifft; 
dfirftig. Speziell fiir amerikaniscbe Yerbaltnisse berecbnet siud die 
methodiscben Anleitungen von 2). E, Smith (1900) und J. W, A, Young 
(1904). 

Weit wicbtiger als die Biicber sind die Personen; Lebrer wie 
Konrad Dasypodius, Sturm, der Yerfasser der Matbesis juvenilis, Joachim 
JungiuSy Klimm in St. Afra, HoMfeld in Leipzig, Simon Ohm, E, E. 
Kummer, Scl^eUbach, H, Bertram, Emit Lampe sind lebendige Lehr- 
bdcber der Metbodik. Und nicbt minder ist der EinfluS der Wissenscbaft 
und ibrer Vertreter, der HocbscbuUebrer. Monge, Hachette, Legendre 
und die ganze Scbar der grofien Lebrer der Ecole polytecbnique, in 
neuerer Zeit: Beltrami, A, Brill, Casey, Catalan, Cayley, Clebsch, Cremona, 
Darboux, Glaisher, Houel, F, Klein, Kummer, Loria, Mansion, Neuberg, 
Pasch, Petersen, Th, Beye, Bieniann, Schur, Steiner, Sylvester, Taylor, 
Veronese und so viele andere baben ganz direkt auf die Geometrie der 
Mittelscbulen den grofiten EinfluB geiibt. Nicbt minder stark, wenn 
aucb indirekt ist der Einflufi von Gaufi — man denke nur an die 
nicbt- euklidiscbe Geometrie — und der von Weierstra/i, der via Georg 
Cantoris Mengenlebre zu der Aritbmetisierung der Geometrie gefiibrt bat. 

Den grofiten Dank scbuldet wenigstens die deutscbe Scbule BaUaei^s 
Elementen der Matbematik. Baltzer ist ganz besonders wertvoU durch 
die aufierst zuverlassigen literarbistoriscben Angaben. Sebr beacbtens- 
wert ist aucb die neue Enzyklopadie der Eiementarmatbematik von 
Weber und Welistein. 

Es lafit sicb eine dreifacbe Bewegung im 19. Jabrbundert beob- 
acbten. Das Yerlassen des dogmatiscben Standpunktes zugunsten des 
genetiscben im Zusammenbang mit der von Monge ausgebenden syn- 
tbetiscben Geometrie und damit das immer starkere Hervortreten der 
Aufgaben und Konstruktionen, eine Stromung, die in Herbart ibre 
pbilosopbiscbe Begrtindung fand und vielfacb dazu fiibrte, EuJdid als 
Lebrbucb zu verlassen. Yon pbilosopbiscber Seite gebt dann aucb die 
immer starkere Betonung der Anscbauung in der Geometrie als eines 
selbstandigen und wicbtigen Faktors aus; sie gebt auf Bousseau, Kant 
und Pestalozzi zurQck, der, wie mir scbeint, in La Chacotais^ Education 
nationale von 1763 — einem Werke, das unter dem Einflusse von 
Bousseau stebt — einen Yorlaufer gebabt bat, wird von Herbart 
(ABC der Anscbauung) macbtig gefordert und erreicbt durcb Schopen- 
hauer ibren Hobepunkt: Beide Bewegungen geben gelegentlicb Uber ibr 
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Ziel hinauS; z. B. bei 6r. Friedrich, Die Aufgabe als Basis des geome- 
trischen Unterrichts, Programm, Tilsit 1883. Der Unterricht zersplittert 
sich in Einzelheiten; die Schiller yerlieren jeden Einblick in den Zu- 
sammenhang. Und Schriften wie das Nordhauser Programm yon Kosack 
und die schwachliche Schrift eur Niederis verweigem der Logik den 
Tribut, der ihr gebtihrt. 

Das Streben nach Anschauong f&hrte auf den Gedanken, Stereo- 
metrie nnd Planimetrie (abnlich wie Differential- und Integral-Rechnung) 
nicht mehr zu trennen im AnschluB an Pestdlozjgi, wofUr ich W, Fiedler 
in Zurich; Lazzeri und Gino Loria, der selber De Paolis (1884) den 
Apostel dieser Idee nennt^ anf&hre. WissenschafUich geht diese Idee 
auf Monge und Poncdet und v. Staudt zurUck. Fiir den Unterricht hat 
die ^Fusion", um mit Loria zu reden, zuerst Gergcmne, Ann. 16, p. 209, 
gefordert und mit ihm Crelle; der erste durchgefilhrte Versuch stammt 
Ton Mdhistre; das Referat yon £. Ripert 1899, Enseignement 1, p. 63, 
gibt 1844 an, das ist aber die 2. Aufl.; weit scharfer durchgeftihrt ist 
der Versuch yon Moray 1874. In Italien hat sich die Mathesis fllr 
die Fusion ausgesprochen (G, Loria , A few remarks on the „S7l- 
labus^' of modem plane geometry, 1892, La fusione della planimetria 
con la stereometria, Periodico 15 [1900]). In Deutschland sind yon 
HohmUller Anlaufe dazu genommen, die Nachahmung fiemden, z. B. Thieme 
1902, aber weit frfther ist Bretschneider zu nennen (s. Lehrbtlcher) 
1844. 

Drittens wirkt die kritische Richtung, welche die Signatur der 
Mathesis des 19. Jahrhunderts ist, auf die Schulen ein und zeigt sich 
in der immer siarkeren Yerbreituug der nicht-euklidischen Qeometrie, 
sowie in der Eritik der Grundlagen; sie fiihrt dazu, die Grundlagen mog- 
lichst unabhangig yom Parallelenaxiom zu gestalten, und fQhrt so 
schlieSlich wieder auf EuTdid zurQck; ich nenne Todhunter, Sannia, 
lyOvidio, Faifofer (Italien), Max Simon (StraBburg). 

Aber auch dem Zeitgeiste kann sich die Schule nicht entziehen; die 
Gewalt der wirtschaffclichen Interessen yerlangt greifbaren Nutzen; so 
dringt zunachst die darstellende Geometrie in die Schulen ein, und es 
erhebt sich das Yerlangen, den Zeichenunterricht zu geometrisieren. 
Zu nennen sind: W, Fiedler, A, Brill und H. Schotten, auch Laisant. 
Dann aber greift die utilitaristische Stromung weiter; die Techniker 
an den Hochschulen yerlangen, daB die Mathematiker die Beispiele 
aus der Praxis nehmen, und besonders der Yerein zur Forderung etc. 
macht sich zum Trager dieser auf die Yerwertung fur die Praxis ge- 
richteten Stromung, welche die Mathematik nicht mehr um ihrer selbst, 
sondem um ihres Nutzens willen, als Hilfswissenschaft, gelehrt wissen 
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will. — Fiir Frankreich vergleiche man z. B. Laurent, Considerations 
sur Tenseignement des mathematiques etc., L'Enseignem. 1 (1899), p. 38: 
,,L'enseignement, celui des mathematiques en particnlier, doit §tre 
utilitaire.^^ Den Hohepunkt bildeten die sogenannten JRi^/t^rschen Leit- 
satze, welche 1892 in den Braunschweiger BeschlUssen des Yereins zur 
Forderung des Untemchts bereits abgeschwacht erscheinen. 

Am Scblufi des Jahrbunderts wird die angewandte Mathematik 
unter dem Einflusse F. Klein! ^, Gtiido Hcmck'n und anderer Pnifungs- 
gegenstand fur die Lehramtskandidaten. Wem die Lehrplane Francke^H 
in Halle und der Ritterakademien des 18. Jahrhunderts bekannt sind 
mit ihrer Feldmessung, Festungsbaukunst, Gnomonik etc., der wird das 
alte Wort Akibd's, dafi es nichts Neues unter der Sonne gibt, wieder 
einmal bestatigt finden. 

A. Allgemeines. 

L. N. Camot, De la conflation, Paris 1801 (Einleitung). 

J. F. Herbart, ABC der Anschauung, GOttingen 1802, verlangt, dafi der 
Beweis den Gmnd des Satzes angibt. (Aristoteles.) 

Bernhard Bolzano^ Betrachtangen dber einige Gegenstande der Elemen- 
targeometrie, Prag 1804, ein Yersuch im Gegensatz zn Kant, dessen Auffassung 
der Geometrie von der beutigen mebr in der Sprache als in der Sacbe abweicht 
(//. Cohen^ Logik der reinen Erkenntnis, Berlin 1903), die Geometrie rein logiscb 
zu begrfinden. Bolzano selbst erklilrt scbliefilicb den Versnch als mifilungen, 
nimmt ihn aber spater wieder auf: BeitrSge zu einer begriindeten Darstellung 
der Mathematik, Prag 1810. 

J. H. Pestalozzi, ABC der Anschanung, Zurich 1803. 

J. M. Hoene Wronskij Introduction a la metaphysiqtie des mathematiques, 
Paris 1810. Nach Wronski hat 

A. de Montferrier eine yierbandige Enzyklopadie verfafit, deren II, 4 Elemen- 
targeometrie ist, Paris 1856 — 69. 

H. F. Bernhardi, Mathematik und Sprache, Gegensatz und Erg9iizung, Pro- 
gramm Berlin 1815. 

Bernhardi ist ein uberzeugter Anhftnger Pestalozzi* s. 

G. S. Ohm (der Phjsiker), Grundlinien zu einer zweckm&fiigen Behandlung 
der Geometrie als hOheren Bildungsmittels, Erlangen 1817. (15 Bogen, sein Erst* 
lingswerk, fordert die heuristische Methode.) 

C. F. Haubertf Scholae logicae-mathematicae, Reutlingen 1829. 

Karl W. Mager, Wissenschaft der Mathematik nach heuristisch-genetischer 
Methode, Berlin 1837, mit einer selbst&ndigen Einleitung fiber die Methode der 
Mathematik als Lehrobjekt und Wissenschaft, stark von Herbart beeinflufit; 
Mager fordert wie Herbart, dafi der Beweis Einsicht in den Seinsgrund des Satzes 
gew&hre. 

M. W. Drobisch, Philologie und Mathematik als GegensUlnde des Gymuasial- 
unterrichts betrachtet. Leipzig 1832. Drobisch hat sich in seiner langen Lehr- 
tatigkeit grofie Yerdienste um die Ausbildung der sachsischen Gjmnasiallehrer 
erworben. 
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Ch. F. Pfleiderer, Scholien zu EvkUdTa Elementen, Heft I— Y, Stnttgart 1826 
und 27, ein &aBent fleifiigee, erklftiendes und literarhifitorischefl Sammelwerk. 

8. F. Lacroix, Essai sur renseignement, Paris I. Anfl. 1798. Die Xocroio^'schen 
Lehrbtlclier, welche liber fast alle Teile der Mathematik handeln, haben in immer 
wiederholten Bearbeitungen nnd t^bersetzungen in Frankreich, Italien, Dentsch- 
land, Holland, Spanien nsw. sehr grofie Verbieitnng gefunden und finden sie 
zum Teil noch heute; sie zeichnen sich dnrch franzOsische Yoizflge, Klarheit der 
Spiache, logisch einfache Yerkntlpfong nnd Beichbaltigkeit aus, doch Yermeiden 
sie tieferes Eingehen anf die Philosopbie der Mathematik. 

A. De Morgan, Connexion of nnmbers and magnitude, London 1886; On the 
fitudy of mathematics, 1828, 6. Nov. Antrittsrede, 1828; On the study and diffi- 
cuUies of nuUhematics, 2 Teile, 27 p. 1830—31. 

L. A. Kunze, Lehrbuch der Geometrie, Jena 1842, 2. Aufl. 1861, ein metho- 
disch &u6erBt wertvolles und sehr reichhaltiges Buch. 

G. Faure, M^moire sur la r^forme de Tenseignement de la g^om^trie, 
Paris 1846. 

Bob. Kosack, Beitrftge zu einer systematischen Entwicklung der Geometrie 
aus der Anschauung, Programm Nordhausen a. H. 1862, direkt durch Schopen- 
hauer yeranlafit, das Gegenstdck zu Bemh. Bolzano^B Betrachtungen CLber einige 
Gegenst&nde der Elementargeometrie , Prag 1804. Das Programm ist in Nord- 
hausen selbst nur noch in einem Exemplar vorhanden, ein Neudruck wftre 
angezeigt. 

Paul Serret, Des m^thodes en g^om^trie, Paris 1866, allerdings mehr Me- 
thoden als Methodik, aber fEIr Lehrer bildend. 

J. DeJboeuf, Proldgom^es philosophiques de la g^m^trie et solutions des 
postulate, Li^ge (Lflttich) 1860. 

Fr. Barthohmaei, 10 Yorlesungen fiber Philosophie der Mathematik, Jena 
1860, ein Buch, aus deia. Referent sehr viel Anregung erhalten hat. 

J. HoUel, Essai dWe exposition rationelle des principes de la g^om^trie, 
Arch. Math. Phys. (1) 40 (1863), p. 171; yollsitodiger: 1867 Paris; Essai sur Us 
principes fondamentaux de la geometrie iUmentaire, Paris 1867, 2. edit. 1886; tTber 
die Bolle der Erfahrung in den exakten Wissenschaften , Arch. Math. Phys. (1) 
69 (1876), p. 68, t^bersetzung eines 1876 gehaltenen Yortrags; Considerations 
iUmentaires swr la generalisation de I'idSe de quantitS, Paris 1883. HoOel ist 
einer der verdienstvollsten Methodiker, der besonders die Gedanken der Bolyai, 
Lohatschefskij, BeUavitis usw. den Franzosen, Italienem und Deutschen zugfijiglich 
gemacht hat. 

A. A. Coumot, Des institutions dlnstruotion publique en France, Paris 1864. 

J. M, C. Duhamel, Des m^thodes dans les sciences de raisonnement, 6 B&nde, 
Paris 1866 — 78; der zweite Band ist der speziell mathematische; ein hochbedeu- 
tendes Werk; vgl. auch seine Differentialrechnung. 

IT* jr. ScheUhaehy tTber den Inhalt und die Bedeutung des mathematischen 
und physikalischen Unterrichts auf unsern Gymnasien, Prognunm Berlin 1866; 
O^ber die Zukunft der Mathematik an unseren Gymnasien, Berlin 1887, das Abschieds- 
wort des „alten Schellbach''^ Schellbach ist als langj&hriger Leiter des mathe- 
matisch-p&dagogischen Seminars in Berlin der Befarmator des deutschen mathe- 
matischen Unterrichts gewesen, der, von einzelnen Ausnahmen abgesehen, bis 
etwa 1860 auf sehr niedriger Stufe stand. Aus seiner Schule sind u. a. Clehsch, 
H. Bertram, MehJer, Quidde, E, Lampe, F, MUller hervorgegangen, auch G. Cwntor 

Simon, Elementargeomeirie. 2 
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und H. A. Schwarz waren eine Zeitlang Mitglieder des Seminars. Ygl. {(ber ihn 
F. Mailer, Ged&chtnisrede 29. Okt. 1892; Zeitschr. math. Unterr. 23, Baumeister'B 
Handbnch etc. IX, p. 13. Mdnchen 1895. 

J', Todhunter, nebst De Morgan vielleicht England^ bedeuiendsier Metho- 
diker (8. Lehrbiicher), The conflict of studies and other essays, London 1873 s. 
Lehrbilcher. 

Julius Petersen, Methoden und Theorien zur AuflOsung geometrischer Eon- 
struktionsaufgaben, Kopenhagen, d&nisch 1866, deutsch 1879. 

J. HoUel, L^enseignement de la g^om^trie el^mentaire en Italic, Battaglini 
1870, Nouv. annal. 1869, p. 278. 

G. Komeck, O^ber mathematischen Unterricht, Programm Eempen 1870. 

A. Sannia e d'Ovidio, Elementi di geometria, Neapel, 1. Aufl. 1869, 2. Aufl. 
1871 (Die Lehre von den Proportionen) , Aufsatz dazu von d'Ovidio im Giom. di 
Matematiche 9, p. 122. 

Z. G. de Galdeano, Estud. critic, sobra la generac. de los concept, mat., 
Madrid 1870. 

P. Mansion, Sur le premier livre de la g^om^trie de Legendre, Revue de 
rinsknction publique 13 (1871;, p. 317; energidche Verwerfung des Lehrgangs 
Legendre^s. Mansion und sein KoUege Neuberg sorgen seit vielen Jahren fSr einc 
gr&idliche (auch historische) wissenschafbliche Ausbildung der belgischen hOheren 
Lehrer. 

J. (7. Becker, Lehrbuch der Greometrie, SchafFhausen 1872; nachdem er 1870 
die Abhafidlunge^i aus dem Grenzgebiet der Mathematik und Phihsophie geschrieben 
hatte (Zilrich), Zeitschr. math. Unterr. 4, p. 129 (1873), Brief an den Herausgeber; 
Die Grundlagen der Geometrie, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 445. J. C. Becker 
ist ein sehr zu beachtender Methodiker auf Eantischer Grondlage. 

J. C, V. Hoffmann, der BegrUnder der Zeitschrift fiir mathemaiischen und 
naturwissensehaftlu^n Unterricht, Die Prinzipien des ei^^n Buches von Euklid^s 
Elementen, Zeitschr. math. Unterr. 3 (1872), p. 14; MUUer, offener Brief, daruber, 
ebenda, p. 370. 

^^ P. Freyer, Beispiele aus der Mathematik zur Logik, Programm Ilfeld 1872, 
Neudruck 1887; methodisch wertvoll. 

F. Studnidka, Einige Bemerkungen tlber den Geist in der Mathematik, 
Casop. n, (1878), p. 57; die t^bersetzung im Jahrbuch scheint mir nicht glClck- 
lich, es soil wohl statt „Geist^^ heifien „psychi8che Arbeit*^ Fortsetzung Casop. 
Vin, (1879), p. 86 (handelt von den Beweisen in der Theorie der Determinanten). 

C. Stumpf, ftber den psychologischen Ursprung der Raumvorstellung, Leipzig, 
1873. Trotzdem Stumpf Philosoph ist, ist sein Werk meines Erachtens ein sehr 
wertvoUer Beitrag fiir die Bildung des mathematischen Lehrers. 

G. Bellavitis, Lehrplan fur die Planimetrie, Mem. venet. 17, (1873)* P* 227. 

G. de Galdeano, Observaciones utiles para el estudio de las Matem&ticas. 
El m^todo aplicado a la ciencia matematica 1875; Gonsideraciones sobre la con- 
veniencia de un nuevo plan para la ensenanza de las matem&ticas elementales, 
1877; philosophisch und p9.dagogiBch. 

G. de Galdeano, Ciencia, educaci6n y ensenanza. Zaragoza, 1899. 

G. de Galdeano, Estudios de crftica y pedagogia matem&ticas. Zaragoza, 
1900. 

J. M. Couceiro da Costa, Filosofia de las Matematicas y refleziones pedago- 
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gicas sobre la enseiianza de esta asignakira 1876 (Abrifi der Matbo-Philosophie 
Hoene Wronskt^a), portugiesisch. 

F. Valeriani, Anwendung der Induktion, Giom. di Mat. 16 (1877) p. 34 (an 
Camofs Correlation anknflpfend). 

Guido Hauck, Stellung der neueren Geometric znr i:^u^Zt(2i8chen, Wdrttemb. 
Eorrespondenzbl. ftbr Gelebrte- und Bealschnlen 24 (1877). 

W. Fiedler, Zor Reform des geometrischen Unterricbts, Zur. Naturf. Ges. 22 
(1877), fordert, dafi neuere and darstellende Geometrie von vomberein beinick- 
sichtigt und dabei Stereomefcrie und Planimetrie yerbunden werde (italieniscb, mit 
drei ungedruckten Briefen, (riom. di Mat. 16 (1878), p. 248); ffber die Symmetrie, 
Zur. Naturf. Ges. 21 (1876), p. 60. 

P. Mansion, Note sur renseignement des math^matiques dane lee colleges, 
Brux. Soc. 8C. I A, p. 160; far Prop&deutik bis zum 16. Jabre. 

Bdmer, Geometriscbe Prop&deutik Pr. Rubrort 1876 (b6rubrt sich mit 
HolzmaUer). Die Frage nacb geometriscber Prop8.deatik beschEfbigt die Direk- 
torenkonferenzen in Deutscbland seit 1870 sehr stark and wird ebenso oft bejabt 
wie vemeint. Der s&cbsiscbe Lebrplan sieht yon Systematik in der Quarta ab, 
d. h. er fordert diejenige Strenge, fCir die der Quartaner reif ist. Ygl. daza Max 
Simon Brief an jP. Klein. Deutscbe Matb.-Ver. 1904. 

Max Simon und H. Lorberg, Referate tlber den Unterricbt in Recbnen and 
Matbematik auf den Gymnasien and Realscbulen des Reicbslandes , Strafiburger 
Direktorenkonferenz von 1877, auf Veranlassong des Begriinders des deutscben 
bOberen Scbulwesens im Elsafi August Baumeister. 

Th. Muir, On scientific matbematics, Quart. Joum. 7 (1877), p. 476. 

A. Ziegel, Metbodik und Lebrplan usw., Programm Schwerin 1878. 

Th. Wittstein, Metbodik des matbematiscben Unterricbts, Hannoyer 1879. 

L. Houtain, Quelques ri^flexions sur Penseignement supdrieur, M^m. de Li^ge 
(2) 6, 1878; Elassifikation der gesammten Matbematik (ein Versucb wie ibn 
JiJ. Papperitg auf dem Kongrefi zu Halle 1894 gemacbt bat). 

/. K. Becker, Zur Reform des geometrischen Unterriehts, Programm Wert- 
beim a. M. 1880; Die Maihematik als Lebrgegenstand der Gymnasien Berlin 1883; 
Yerteidigung seiner Elemente der Geometrie auf neuerer Grundlage (Biemann, 
HelmhoUe) Berlin 1877. 

G. Veronese, Sulla riforma d'insegnamento geometrico, Giom. di mat. 13 
(1878), p. 251 (neuere Geometrie selbst&ndig). 

/. M. Hoene -Wronski, Einleitung in den matbematiscben Unterricbt (polniscb) 
von Niedztoieck berausgegeben 1880. Wronski verdiente aucb in Deutscbland Be- 
acbtnng; eine Parallele mit Scheffler wBxe nicbt uninteressant. 

Guido Hauck, Die Stellung der Matbematik zur Kunst und Kanstwissen- 
scbaft, Festrede fOr Schinkel, Berlin 1880 (Preufi. Jabrb. 46); seit Maupertuis 1743 
der erste nacbdriicklicbe Hinweis auf das kunstleriscbe Element in der Matbe- 
matik; ygl. aucb die Kaiserrede von Emil Lampe, Berlin 1893. Hierber gebdrt 
aucb der Vortrag yon F. Budio, Cber den Anteil der matbematiscben Wissen- 
scbaft an der Eultur der Renaissance, Hamburg 1891, und 

/. Engel, Der Gescbmack in der neueren Matbematik, Festrede Leipzig 1890. 

H* Bertratn, Artikel Matbematik in der 2. Aufl. von Schmidt's EnzyklopS,- 
die 4. Band, Gotba 1881, Die Ansicbten Bertram's^ dessen Lebrerfolg so ziemlicb 
einzig in Deutscbland dastand, in gedr&ngter Kiirze wiedergebend. 

A. Weilennumn, Der geometriscbe Unterricbt in Mittelschulen , Programm 

2* 
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Z{liich 1881 (vom Standpunkte des Eunstwerte) ; Fusion der Planimetrie and 
Stereometrie {Fiedler). 

^ A. Pieper, Eine nene Methode des mathematiBchen Unterrichts, Zeitschr. 
math. UnteiT. 14 (1883), p. 60. Hausliche Arbeiten soUen wegfallen; Lehrstnnden 
wechseln mit Extempoialien, bei denen jeder SchtQer eigne Aufgaben erhfilt (!). 

S. GUnther, Das geschichtliche Element beim mathematischen Unteiricht, 
Zeitschrift Gymnasinm I, 9 nnd 10, 1883. GUtUher war in Dentschland naoh 
Balizer so ziemlich der erste, der die Bedeutimg der Geschichte fur den Unter- 
richt erkannt nnd begrundet hat; Nachfolger hat er in Max Simoti gefunden nnd 
in P. Treutlein, Das geschichtliche Element im Unterricht der hOheren Lehr- 
anstalten, D. Naturf. u. A. Heidelberg 1888. In Italien ist Loria Vorkftrnpfer, in 
Belgien Mansion. 

M. de Paolis, Elementi di geometria, Torino 1884 (fur Lehrer). Fusion der 
lanimetrie nnd Stereometrie. 

Osterreich. Imtructianen fUr Gymnasim {Exner) von 1886, ein Werk, an das 
keine andere of&zielle Kundgebung heranreicht. 

F* Reidt, Anleitung zum mathematischen Unterricht an httheren Schulen, 
Berlin 1886. Ein verdienstliches Werk, aber ohne tieferes Eindringen in den 
Geist der Mathematik und das Wesen ihrer Methodik; Zusammenstellung der 
Yerordnungen, Fl&ne, Lehrbficher usw. 

J. Hermes, Lehrplan fiir das BecUgymnasium, Programm Osnabr&ck 1886, 
sehr beachtenswerte Yerteilung des Lehrstoffes. 

A. J. G. Barclay, On the teaching of elementary geometry , Edinburgh Pro- 
ceed. II, 24, 1886, Thesen. 

F. Dauge, Le9ons de m^thodologie math^matiqne, Gent 1883; Bericht von 
Mansion Mathesis 3 (1883), p. 149. Danach keine zusammenh&ngende Methodik, 
sondem Behandlong einzelner schwieriger Punkte. 2. Aufl. 1896. 

B. Bettazei, 1 postulati e gli enti geometrici, Besso Periodico I, p. 170, 1886. 
Die Schrift zeigt, wie tief um diese Zeit schon die von Gaufi, LobtxtsehefdcH, 
Bolyai, Bienumn, Beltrami usw. ausgehende £lritik der Grundlagen in Italien 
eingedrongen ist. 

O. BMUsehbergeTf Die Elementargeometrie des Pnnktes, der Geraden und 
der Ebene Leipzig 1887. Das Werk h&lt, was es verspricht. Die Elementar- 
geometrie ist im h5chsten MaBe systematisch und kritisch behandelt. Es ist fur 
die Lehrer bestimmt, und seine Eenntnis sollte gefordert werden. 

L, Huebner, Ebene und r&umliche Geometrie des Mafies, Leipzig 1888, 
2. wohlfeile Ausg. 1896; ein interessanter Versuch, das Yerh&ltnis zwischen Geo- 
metrie und Trigonometrie umzukehren. 

E. Ltmdberg, Bericht iiber seine Beise nach Frankreich und Dentschland 
(schwedisch), Stockholm 1889, wichtig fOr schwedische Mittelschulen. 

W. Fuhrmann, Synthetische Beweise planimetrischer S&tze, Berlin 1890. 

H. SchoUen, Inhalt und Methode des planimetrischen Unteirichts I, Leipzig 
1890, Einleitung fiber die Beformhestrehwngen auf dem Gebiete des planimetrischen 
Unterrichis, reidi an literarhistorischen Zitai^n. 

Max Simon, Die Elemente der Geometrie mit B^cksicht auf die absolute 
Geometrie, Straflburg 1890. So ziemlich das erste deutsche Werk, das die 
absolute (hyperbolische) Geometrie von vomherein berucksichtigt. 

C. Schtoering, Aufgabe und Anschauung besonders in der Stereometrie, Pro- 
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^ramm Coesfeld 1889; vgl. anoh: Yorirag in der mathematisoheii Sektion der 
PhilologenvenammluDg von 1901 zn Strafiborg. 

Alex. BriU, t)ber die Schnkeform and den Unterxicht in Mathematik and 
Zeichnen aaf den Gjmnasien, Tflbingen 1890. 

Friedrieh Meyer ^ Mitteilangen auB dem mathematischen Lehxplan des 
Stadtgynmafliams za Halle a. S., Programm 230 (1891), eine der bedeatendsten 
Schriften der deatschen mathematisch-p&dagogischen Literatur. 

JB. Kerry f System einer Theorie der (rrenzbegriffe, Leipzig and Wien 1890, 
ein Bach, deesen Kenninis von jedem Lehrer verlangt werden mdBte, wie aach 
desaelben YerfiuserB Aafsfttze „t)l>er Anschaaang and ihre psychische Yerarbeiking'^ 
Zeitechr. f. wiM. Philos. 

H. Schatten, Inhalt and Methode asw. 2. T. (1898), (Rchwftcher). 

O, Veronese, Fondamenti di geometria a piii dimensioni e a piu specie di 
anit^ rettilinee esposti in forma elementare, Padova 1891, deatsch von Schepp 
Leipzig 1894, ein viel nmstrittenes gedankenreicbes Werk. 

C. Segre, Sa alcani indirizzi nelle investigazione geometriche, Riv. di Mat. 1 
(1891), p. 42. 

G. Peano, Osservazione, Riv. di Mat. 1 (1891), p. 66. 

S. Catania, Del insegnamento della matematica nei ginnasii e nei lioei, Riv. 
di Mat. 5, (1896), p. 88. 

M(tx Simon, Kritik dee neaen preofiischen Lehrplans, Zeitscbrift f&r Gymna- 
sialwesen 47 (189S), p. 693. 

€Hno Loria, Della vaiia fortana di Euchde etc., Periodico 8 (1898), p. 81, 
aach selbst&ndig Roma 1893, ein g^z vorzdglicher t^rblick. 

J. Versluys, Beknopte etc., d. h. die karz gefafite Geschichte des Unterrichte 
and der Erziehang (holl&ndisch) 1891. 

jP. Klein, Yortr&ge Aber aasgew&hlte Fragen der Elementarg^metrie, Leipzig 
1896. Klein hat das Yerdienst, die Hochschollehrer der Mathematik nachdrGck- 
lich aaf die Bedeatang einer wissenschaftlichen Elementargeometrie als Yor- 
lesangsgegenstand hingewiesen za haben; er hat in Yerbindang mtt G, Hanck 
der vom Zeitgeist geforderten angewandten Mathematik in der Schale Bahn ge- 
brochen; vgL aach F. Klein and E. Biecke, Ober angewandte Mathematik and 
Physik etc., Leipzig 1901. 

Max Simon, Rechnen and Mathematik in Baumeister'B Handbuch der Er- 
ziehongs- and Unterrichtslehre fQr hOhere Schalen; darin einleitend eine historische 
t)l>er8icht der Entwicklong des mathematischen Unterrichts in Deatschland seit 
der Renaissance, Miinchen 1896, woza za vergleiohen ist 

Osw. Beier, Die Mathematik im Unterricht der h6heren Schalen von der 
Reformation bis zar Mitte des 18. Jahrhanderte , Programm Crimmitechaa 1879. 
Das Programm von 

C. Heym, Leipzig 1873, ist im wesentlichen eine Geschichte des mathe- 
matischen Unterrichts an der Thomassohule. 

B. Most, tTber den Bildangswert der Mathematik, Programm Koblenz 1896. 

if. Thieme, Der Bildangswert der Mathematik, P&dag. Arch. 6 (1897); es 
sei dabei aach eine Schrift von K. Ghteifie, tTber den Bildongsanwert der Mathe- 
matik, Straflbarg 1898 erw&hnt. 

G. Veronese, Elementi della geometria, Padova 1897. Die W^dignng dieses 
exzeptionellen Werkes bei F. Schur, Math. Ann. 66 (1901), p. 266, Fafinote, and 
Thieme, Die Umgestaltang der Elementargeometrie, Programm 176, 1900. 
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G, Ingrami, Element! della geometria per le scuole secondarie, Bologna 1899^ 
auf gleicher Hdhe wie das vorige Werk. 

F. Enriquea, Questioni riguardanti la geometria elementare, Bologna 1900, 
art. 1; aber das ganze Werk verdient im hCchsten Grade die Beachtong der 
Lehrerwelt. Eine deutsche Ansgabe darch H. Fleischer ist in Vorbereitung. 
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G. Lame, Examen des differentes m^tbodes employees pour r^sondre les pro- 
blames de g^om^trie, Paris 1818; R^impression facsimile, Paris 1903. 

Das sogenannte Dro^isc^scbe auch Mobiusache Prinzip, durch das die Um- 
kehningen erledigt werden, schon von 

F. C. Hauher, Scholae logico-matbematicae, Reutlingen 1829. 

{S. CrUnther, tlber eine Anwendung and Erweiterung des HauberBcihen 
Theorems, Arch. Math. Phys 56 (1874) p. 26.) 

Chr. H. Nagel, Geometriscbe Analysis (Konstmktionsaufgaben) , Ulm 1850; 
vgl. sein Eeferat in Schmidt^a EnzyklopS.die (1. Aufl.). 

D. Besso, Del concetto di fanzione nell' insegnamento della geometria 
elementare, Giom. di Mat. 7 (1869), p. 431; in Deutschland Max Simon 1884. 
Elemente der Arithmetik, in neuester Zeit nach F. Klein. 

E. Sturm, Die neuere Geometrie anf der Schule, Zcitschr. math. Unterr. 1 
(1870), p. 474. 

F. C. Fresenius, Lehre von der Kongruenz der Dreiecke usw., Zeitschr. math. 
(Jnterr. 2 (1871), p. 1; Dber die unendlich femen Gebilde, ebenda p. 494. 1?. 
Sturm, fiber dasselbe, ebenda p. 391. V. Schlegel, Becker, iiber dasselbe, ebenda 8, 
p. 155. V. Schlegel, Proben usw. (Grafimannsche Ausdehnungslehre anf Elemen- 
targeometrie angewandt), ebenda 2, p. 308; dasselbe, ebenda 4, p. 81. 

Hubert Muller, Schulgemafie Behandlung der Symmetrielehre, Zeitschr. math. 
Unterr. 6 (1875). Hubert Muller ist einer der ersten, der in Dentschland die 
Symmetrie zur Beschleunigung nnd Yereinfachung des Lehrgangs in der Plani- 
metrie benntzt hat, vgl. sein Lebrbuch (lange vor ihm in Frankreich H. Vincent 
1827 und spS*ter G. Dostor). W. Erler, Kleinigkeiten ans der Schnlstube, ebenda 4; 
t^ber Ungleichheiten, ebenda 9, p. 261, 341. 

0. Schlomikh, tlber Ungleichheiten nnd deren geometrischc Anwendung, ebenda 
15. Friedrich Meyer, t)ber die Behandluog planimetrischer Aufgaben durch die 
Schuler^ ebenda 16. W. Krumme, Analysis des Beweises, ebenda, p. 347; vgl. 
auch seine Vorrede zu dem Lebrbuch von H. Fenkner 1888. 

J. Cockle, On the sign of equality. Messenger (2) 4, 1874, p. 11. Cockle ist 
einer der ersten, der auf die verschiedene Bedeutung des Gleichheitszeichens auf- 
merksam gemacht hat. tTber die Bedeutung des Zeichens vergleiche die geistvoUe 
Rektoratsrede von Ernst Schroder: t^ber das Zeichen^ Karlsruhe 1890. 

K. Rudel, Planimetrie und Stereometrie, Bayrische Bl&tter 11 (1875), p. 120. 

F. Reidt, tjber einige Auf i5sangsmethoden der ebenen Trigonometrie, Zeitschr. 
math. Unterr. 3 (1872), p. 141^ dazu: 

/. Houel, ebenda 3, p. 377, ebenda 4, p. 335, ebenda 7, p. 335. 

Guido Hauck, ebenda 8, p. 7, wie vorher Eeidt zur Frage iiber das geome- 



*) Siehe vielfach auch die einzelnen Disziplinen. 
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trische und das analytische Prinzip beim Unierricht, betont stark das analytische 
Prinzip. 

J, HoUel, Remarques snr renseig^ement de la trigonom^trie, Giom. di Mat. 
IS (1875), p. 72 (gegen Hilfswinkel , filr Tafeln der trigonometrischen Funktionen 
selbst, Bofortige allgemeine Definition). Ihm schliefit sich 

D. Besao, Period. 2 (1887), p. 41, wesentlich an wie anoh Referent. Tafeln 
der trigofwmetriachen Funktionen selher von Minute zu Minute sind fur die SchUJer 
dringend ndtig, 

Ich lenke die Aufmerksamkeit der Lehrer auf: 

Franz Meyer, Zur Okonomie des Denkens in der Elementarmathe- 
matik^ D. Math. V. 7 (1899), p. 147, besonders f&r Repetition in der Prima 
geeignet. 

B. V. Fischer- Benzon (Pe^^en-t^bersetzer), Die geometrischen Konstruk- 
tionsaufgaben , Programm Kiel 1884. E. Lampe wendet sich mit Recht im Jahr- 
buch gegen die Obeitreibung dei Eonstruktionsaufgaben. 

E. F. Barth, Die geometrischen Eonstraktionsaufgaben usw., 6. Aufl. 1884. 
Gustav Hoffmann, Anleitong zor Ldsong planimetrischer Eonstruktionen 

1886 {Petersen). 

K. Budel, Die Yerwendting der Symmetrie usw., Nflmberg 1889, (Anregong 
von Fiedler) an Beispielen ans der Stereometric und Mazimamsanfgaben dnrchgefilhrt. 

D. FeUiniy La risoluzione completa di problemi, Period. 8 (1898), p. 150 
(voUstftndige ErOrterong dei Resoltate). 

E. Lemoinc, La g^om^trographie on Tart de construction g^metriqne, Assoc. 
fran9. 21 (1892), p. 36; vorher Congr^s d'Oran 1888, Boorget III, 1889, p. 10—88. 
Ich bemerke^ dafi, seit Steiner in den „EonBtraktionen*^ von 1832 die Aufinerk- 
samkeit auf die „Okonomie der Eonstruktionen*^ gelenkt hat, Scheltbach und seine 
Schnle und, ich glaube, die besseren Lehrer der ganzen Welt diese Seite der 
Methodik stets beriicksichtigt haben. Die Xemotnesche Messung der Einfaohfaeit 
ist ganz willkdrlich und entbehrt der physiolog^schan Grundlage, die die Peda- 
gogique scieniifique Binet'n erst liefem mufi. 

H. MiUler, Stereometrische Eonstruktionen, Projektionslehre filr die Prima 
des Gymnasiums, Programm Frankfurt a. M. 1893. 

Paul Mannheim, Remarques sur les constructions g^om^triques, Messeng. 27 
(1897), p. 8 (man soil mehrere Eonstruktionen fiir dieselbe Aufgabe haben). 

Georg Degenhardt, Praktische Geometrie auf dem Gymnasium, Programm 
Frankfurt a. M. 1896 (Einflufi F. KUin's,) 

Ernst Fiedler, Die darstellende Geometrie im matbematischen Unterricht, 
Programm Zflrich 1898. 

E. Papperitz, Cber die wissenschaftliche Bedeutimg der darstellenden Geo- 
metrie, Rede 1901; und ausnahmsweise ihrer Bedeutung wegen auch fur die 
Schule erw&hne ich 

Jos. WeUstein, t^er das Studium der angewandten Mathematik, Yortrag im 
math, naturw. Studentenverein, Strafiburg 1902, und 

P. Stdckel, t)ber die Entwickelung des Unterrichtsbetriebes in der ange- 
wandten Mathematik an den deutschen UniversiiAten, D. Math. Y. 1902. Eben- 
dort sind auch die Gutachten von F. Klein und G. Hauck ftb: die preufiische 
Schulkonferenz von 1900 abgedruckt. 
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AIb letztes Wort des italienischen Vorkampfers fflr die Ver- 
schmelzung der Planimetrie mit der Stereometrie: 

G. Loria, La fasione della planimetiia con la Btereometria, Periodico Teil XV, 
p. 1, 1899. 

Ygl. zu diesem Artikel noch den folgenden. Es mflssen aber an 
dieser Stelle ganz besonders hervorgehoben werden: 

M. Pasch^ Voilesungen fiber neueie Geometrie, Leipzig 1882, und 
I>. Hubert, Ginndlagen der Geometrie, Leipzig, 2. Aafl. 1908, da rie nament- 
lich fOr die Lehre von der Kongruenz und die Parallelentheorie nnd tlberhaupt 
ffir die Metbodik des ScholnnterrichtB , obwohl eigenUich nicht elementar, von 
bedeutendem Einflusse sind. 

4. Lehrbiicher, Aufgabensammlungen. Die gescl^ilderten Stro- 
mungen zeigen sich auch in den Lehrbiichem. Die Variabilitat der 
Elementargeometrie tritt vielleicht am scharfsten in dem Unterscbiede 
zwischen dem ursprfii^lichen Legendre und seinen Bearbeitem Nanchet 
und Cambier hervor, in Deutschland etwa im Vergleich zwischen 
ThibcmCs GrundriB und den Lehrbiichem von Henrici-TreiUlein oder 
W. Pflieger, in Italien zwischen Tegoli und Enriques-Amaldi, Legendre 
wird in Frankreich gerade so Autoritat wie vorher Euklidy und An- 
gaben wie livre lU^ proposition YI beziehen sich dort gerade so auf 
Legend/re^ wie in England auf Euklid. Der EinfluB^ den Legendre aus- 
ubt^ erstreckt sich auBer auf die romanischen Ydlker und die Nieder- 
lande auch auf Deutschland, wie man deutlich sieht, wenn man z. B. 
Thibaufs GrundriB yon 1801 mit der Ausgabe von 1809 yergleicht; 
man sehe auch J. Knar, Anfangsgrunde der reinen Geometrie, Graz 
1829. Es entstehen in DiButschland tflchtige Arbeiten, etwas schwer- 
fallig aber gnindlich: Hatiber, Hauf, Knar, LehmuSy Bretschneider, 
Grunert usw. Die Pehler des Legendre werden zwar in Deutschland 
wie in Frankreich bemerkt und zu verbessem yersucht; die Definition 
der Geraden als kUrzeste Linie, die Behandlung der Parallelentheorie 
(s. dort)^ die Lehre von den Proportionen und der InkommensurabilitiLt 
{Francoeur), die Definition der Ahnlichkeit der Vielecke, welche tiber- 
bestimmt ist, wird von Blanchet und Catalan verbessert^ ebenso seine 
Symmetrielehre; aber die ganze arithmetische Richtung breitet sich 
doch machtig aus. 

Dann macht sich der Aufschwung der Geometrie in Frankreich 
durch Monge, Hdchette, Dtipin, Poncdet usw. geltend; es entstehen eine 
Menge von Bearbeitungen der neueren Geometrie, die nach und nach 
in die Lehrbiicher eindringen; ich nenne Kunjse'B Lehrbuch von 1842 
und Girodde aus gleicher Zeit, und wieder gehen yon Frankreich die 
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^yMannels^', die kurzen, fQr die Ezamina bestimmten Leiifaden ubw. aas, 
wie: Terquem, CcUaian, usw., wie dann in Deutscbland um die Mitte 
des Jahrliiiiideris die Katnbly, Mdiler usw. entstehen. Der Umscbli^ 
in der Methode^ wie er in Deutscbland dnrch Herbart kodifiziert wird^ 
der wenigstens theoretisch das Marchen von der besonderen mathe- 
matischen Begabung beseitigte, macht sich in einer Reihe von BUchem 
geliend^ die ausdrticUich die ^heuristiscbe'' oder ^^genetische'^ Mathe- 
matik auf ihren Titel schreiben. 

Die so yemiinftigen Gedanken Herbart' % fQhrten dann allerdings 
unter dem Einflusse von Nachtretem wie Stoy und Eonsorten dahin, 
daB jedem wissenschaftlichen Lebrer formlich tlbel wurde, wenn er nur 
die Worte ^Formalstufen^ konzentrische Ereise^ Darbietung^' usw. horte. 
Aber dieser Unfag hat hauptsachlich die prenBischen Lehrplane yon 
1892 yerschnldet^ die eine wahre Mut yon Lebrbdchem teils schlech- 
ten, teils yerscblechterten^ heryorriefen. Die abfalligen Eritiken^ yon 
denen die des Referenten besonders deutlich war, haben freilich bald 
zu einer erheblichen Yerbesserong gefCLhrt. 

Yon 1860 an etwa raachte sich der Einflufi yon Gaufi, Wolfgang 
und Johann Bolyai, Biemann, Beltrami , Hoiidy Be TiUy geltend; es 
entstehen Biicher wie die yon GaUenkamp^ Worpitgky in Deutscbland; 
Betti und Brioschi, Sannia und UOvidio in Italien, Catalan, Rotiche 
und De Comberousse in Frankreich, die einen naturgemaBen Auf ban 
mit wachsendem Reichtum des Inhalts yerbinden. Es kommen dann 
Biicher wie Friedrich Meyer's dritter Eursus seiner Bearbeitung der 
TFi^am^schen Btlcher, Henrici und TretUlein, und das Jahrhundert, das 
mit einer formlichen Reyolte gegen Euklid begonnen, schliefit mit 
Biichem wie die yon Veronese und Ingrami, die, wenn sie auch inhalt- 
lich yon Euklid abweichen, doch dem Plane nach im Grunde yoUig auf 
Euklidischer Grundlage stehen; denn sie legen den Hauptwert auf 
Strenge der Definition und systematische Yerkniipfung der Satze. 

Eine eigentilmliche Beobachtung ist noch f^ Deutscbland zu regi- 
strieren: UngrQndliche Biicher wie die yon Lubsen, geschickte aber 
unwissenschaftliche wie die yon Kambty, finden eine ungeheure Yer- 
breitung; das Buch yon Katnbly war 1880 nach dem Bericht der 
preuSischen Unterrichtsyerwaltung in 217 Anstalten eingefUbrt; emste 
Arbeiten wie die yon GutUehkamp, Worpitzky, Hub. MiiUer, ja selbst 
Henrici und TreuUein bringen es selten zu mehr als zwei Auflagen. 
Der Grund dieser Erscheinung ist, daB in Deutscbland bis yor kurzem 
dem Lehrer der Mathematik die fUr ihn so absolut notige Lehrfreiheit 
gelassen war; und Kambly und Mehler lassen der Indiyidualitat des 
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Lehrers einen viel weiteren Spielranm als z. B. Henrici und TreuUein 
oder das neue Buch W, Pflieger'B, 

In Frankreich ist die Schule viel friiher reglementiert worden^ und 
dort ist die umgekehrte Bewegung eingetreten. Unter Napoleon III. 
riihmt sich der Unterrichtsminister^ dafi zur bestimmten Stunde des 
bestimmten Tages das bestimmte Kapitel des Cdsar^ der festgesetzte 
Satz des Legendre durchgenmnmen wiirde. Seit 1870 geht eine ent- 
schiedene Stromung dahin, die Lehrer zu entfesseln; ygl. auch LaisatU 
„Philosophie usw.". 

In DeutscUand, speziell in PreuBen scheint dagegen der Napoleo- 
nische Lehrautomat zur Zeit das Ideal zu sein. Ich wiederhole hier 
die Worte aus meiner Methodik: ,^In dem MaBe wie der Bureaukratis- 
mus in die Gymnasien eindrang, ist der Oeist daraus entwichen/' 

EigentUmlich ist das Verhalten der Englander. Die groBe Zahig- 
keit; mit der sie an ihren Gewohnheiten festhalten, yerbunden mit 
ihrem Prufungswesen^ das ein bestimmtes Yerzeiclinis der verlangten 
Satze, einen ^^Sjllabus'^ fordert, hat sie aufierlich an EiMid festhalten 
lassen; sieht man jedoch naher zu^ so gibt es so viele Erganzungen^ 
z. B. 1840 Coofey, Noten, ^Sequels" usw., daB tatsachlich derselbe Lehr- 
stoflF wie im Rouche sich auch bei Casey und Nixon und Tailor findet. 
Ahnlich ist es in Amerika, nur daB dort auch auBerlich nicht an Euliid 
festgehalten wird. 

In Italien ist nach dem Berichte des Henn Loria die Entwicklung 
ahnlich wie in Deutschland, und Italien kann sich zur Zeit der tief- 
sinnigsten fQr die Schule bestimmten Lehrbiicher ruhmen: Lazzeri, 
Veronese, Ingrami, Enriques. Von Loria existiert eine ausgezeichnete 
trbersicht unter dem Titel: Delia varia fortuna di Eudide in relazione 
con i problemi dell' insegnamento di geometria elementare, Roma 1893. 

Noch eine Bemerkung: Meine Wertung der Lehrbiicher, besonders 
der ausgezeichneten neuesten italienischen hat mit der der Lehrmethode 
nichts zu tun. Der Lehrer kann gar nicht scharf genug von dem 
Lehrbuch getrennt werden. Fiir die Quarta, d. h. fUr Knaben zwischen 
11 und 12 Jahren, halte ich noch immer (vgl. auch Laisant, Philo- 
sophic usw.) ein Lehrbuch geradezu fflr ein Verbrechen. Man kann — 
ich bin selbst ein Beispiel dafiir — ganz ohne Lehrbuch und selbst- 
verstandlich auch ohne Diktat auskommen; eine Logarithmentafel ist 
das einzige, absolut notwendige Hilfsbuch, das die Schiller in Handen 
haben miissen. Der Lehrer wird, soweit es irgend moglich ist, die 
Satze so genetisch vortragen, daB der Schiller sie selbstandig zu finden 
glaubt. Das Lehrbuch dagegen muB dogmatisch sein. Der Schiller 
braucht hochstens an groBen Anstalten, wo der Lehrer im Unterricht 
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wechselt, einen Leiifaden; der Lehrer aber hat die Pflicht^ mit der 
Literatur der Lehrbiicher and Aufgabensammlungen moglichst ver- 
traut sein. 



Ich beginne mit Franhreich und bemerke, dafi dort auBer den 
staatlicben ^^Lyceen'^, deren es in j&dem Departement eines gibt, auch 
Colleges bestehen^ die meistens PriTatanstalten, wenn auch rielfach mit 
8tadtischer UntersttitzuDg^ sind, und in denen naturgemaS eine grofiere 
Freiheit herrscht. 

t)ber die Elemente Legendre's siehe ,,Paralleleii". Von der 12. Anflage an, 
die sehr wesentliche Anderongen aufweist, sind die anderen nnr Abdrucke, die 
z. B. von Blanchet seiner Bearbeitnng Legendre^s (1. Aufl. 1845^ 2. Anfl. 1852) 
angef^ werden. Gleichzeitig mit Legendre and in demselben Sinne, d. h. anti- 
euklidisch, ist 

L. Bertrand (de Geneve) zu nennen, dessen Ddveloppement nonveau de la 
partie ^l^mentaire des math^matiques (s. Parallelen) schon vor 1778 fftllt, woraus 
sp&ter 1812 die £l^ments de g^om^trie hervorgingen, ein Werk, das die Lebens- 
arbeit dieses hervorragenden Denkers zusammenfafite. Aus dam 18. Jahrhnndert 
ragen tief in das 19. Jahrhnndert hinein die Arbeiten P. Tedenafs. 

JEt BizouVa (vgl. z. B. dessen Resoltante), dessen ursprdnglich fQr die 
Artillerieschule bestimmter Cours de math^matiques von 1770 — 72 in Beynaud 1812 
einen tuchtigen Bearbeiter fand; 9. Edition 1845. 

A. C, Clairaut, fllements de g^om^trie, Paris 1741, auch in Deutschland auf 
den Ritterakademien z. B. Ilfeld verbreitet; nach 1858 nnd 1860 von Saigey neue 
Ausgaben. Das Original ist von einer fast verbluffenden Eiihnheit, der Bmch 
mit der Euklidiachen Methode kann nicht sUlrker sein. 

S. F. Lacroix, Iill^ments de g^om^trie von 1799, an Erfolg mit Legendre 
wetteifernd, Paris 3. Aufl. 1803, 10. Aufl. 1814, 18. Aufl. 1825, 15. Aufl. 1837, 
dann von Prouhet bearbeitet, 28. Aufl. 1887, 24. Aufl. 1890. 

Die Lehrbiicher von Legendre, Bezout, Clairaut, Lacroix sind in 
alle Eultursprachen ilbersetzt {Legendre von Crelle ins Deutsche). 

Chr. Kramp (der Strafiburger Professor, bekannt durch seine Arbeiten fiber 
die „Fakult&ten^*; das Zeichen ! rflhrt von ihm her), ^l^ments de g^om^trie, 
C(Jln 1809. 

L. B, Francoeur, Cours complet de math^matiques pures, Paris 1809; viele 
Auflagen, viele tTbersetzungen, deutsch und italienisch; noch Petersen hat die In- 
kommensnrabilit&t nach Francoeur behandelt. 

L, Puissant, Recueil de divers probl^mes de gdom^trie etc. par Tanalyse 
alg^brique (Deutsch 1806). 

A. A. L. Beynaud, Th^or^mes et probl^mes de g^om^trie, Paris 1819 (An- 
hang deskriptive Qeometrie); 1838 schon die 10. Auflage. 

A. A. L. Beynaud, Traits d'application de Talg^bre et de trigonom^trie ^ la 
g^om^trie. Paris 1819. 

0. Terquem, Manuel etc., Paris 1828, 2. Edit. 1838. 
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A. J. H. Vincent, Cours de g^om^trie, Paris 1827; 6. Aafl. Vincent-Bourdon 
1844, 1866 Saigey. 

E. £. Bohillier, Cours de g^om^trie, Ch&lonss.-M. 1832, 3. Aufl. schon 1887, 
13. Aufl. Paris 1866, 18. Aufl. 1880. 

Vincent und BobiUier eind zwei ausgezeichnete Lehrbiicher. 

P. J. E, Fink, G^om^trie ^^mentaire, Paris 3. Aufl. 1844. 
J, Percin, filaments de G^omdtrie simplifiee, Paris 4. Aufl. 1848. 
P. L, Cirodde, Lemons de g^om^trie (mit Elemenien der deskriptiven Geo- 
metrie), Paris 2. Aufl. 1844. 

E. Lionet, ^l^ments de g^om^trie, Paris 1841, 2. Aufl. 1844, 3. Aufl. 1846, 
noch heute ein sehr gutes Schulbuch. Lionet hebt den Dualismus zwischen Stereo- 
metrie und Planimetrie sehr scharf hervor, und ist ein Vorlftufer der „Fu8ion". 

A. Mdhistre, Traitd de g^om^trie, Ghartres 1840. Mahistre hat in den Ana- 
logies de la g^om^trie ^l^m. et de la g^om^trie dans Fespace {2, Aufl.) 1844, deutsch 
1846) zum erstenmal die Fusion durchzufuhren versucht. 

Eug. Catalan^ £]^ments de g^om^trie, Paris 1848, Analyse von ThibciHU 
(Yereinfachung des Caucftf/schen Beweises von der Eongruenz fl&chengleicher 
Poljeder). Die sehr anerkennende Rezension hat der Erfolg best&tigt, der nament- 
lich seit der wesentlich verbesserten Auflage von 1866 eintrat. La Frimoire^B 
TfUorhmes et probUmes werden erst g^t durch die Mithilfe Catalan\ Paris 2. Aufl. 
1852, 6. Aufl. 1879. 

C, F. Foumier, fildments de g^om^trie, Paris 3. Aufl. 1846. 

F. J, Bet^in, Th^or^mes et probl^mes. Bruxelles 1861 (ebene Geometrie und 
Trigonometrie, reichbaltig). 

Im Jahre 1854 wird ein neuer Lehrplan eingefiihrt und anBert 
seine Wirkung in neuen Lehrbtlchem. 

/. F. Bonnel, ^l^ments de g^om^trie, Paris 1. Aufl. 1864, oft aufgelegtw 

A, Amiot, Elements de g^om^trie, Paris 1866. Manche Ausstellungen Ter- 
quem'B werden allm&hlich beseitigt. (1881 von Vintejoux,) 

Paul Serret, Des m^thodes en g^om^trie, Paris 1866. 

Ch, Briot et Ch. Vacquant, Paris 1866, 6. Aufl. 1862, 6. Aufl. 1869—72; 
sp&ter Vacquant allein. 

E. Catalan, Manuel etc., Paris lt>67, 10. Aufl. 1886. 

G. Bitt, Precis de g^om^trie et trigonometrie 1867. 

Ch, de Comberousse, Cours de math^matiques (1 — 2), Paris 1862, Ursprung 
des zur Zeit verbreitetsten Lehrbuchs in Frankreich : JRoitehS et De Cofnberousse, 
TraU e de geotn^rie elSmentaire^ Paris 1. T., g^m^trie plane, 1864, 2. T., Stereo- 
metrie und Kegelschnitte 1866; zwei Appendices. Regulftre Polyeder und Projek- 
tive Beziehungen und Involution. Die rasch aufeinander folgenden Auflagen 
verarbeiteten ein immer gr6Beres Material; das der 7. Auflage von 1900 (von 
Eug. Bouchi allein besorgt) ist in unsem Schulen kaum halb zu bew&ltigen. Dae 
Buch ist als Handbuch fflr jeden Lehrer ein Schatz. Dazu 1896 von B. ^i de C.i 
Solutions ditailUes zu den Lemons de giomitrie^ Paris 1896. 

jP. H. Le Boux, Cours de g^om^trie ^^mentaire, Paris 1862. 

P. F, Compagnon, ^ll^ments de g^om^trie, Paris 1. Aufl. 1867, 2. edit. 1876 
(derselbe: Abr^g^ etc. Paris 1877: Questions propos^es. 

Charles M6ray, Nouveaux elements de geometrie, Paris 1874, Stereometrie 
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und Planimetrie gemeinsam bebandelt, die Fusion noch weiter als bei Mahigtre j 
durcbgefohrt. Neue Auflage 1908. ^ 

A, Cambier iGst 1875 Blanchet in der Bearbeitung des Legendre ab. 

A. Desbaves, Questions de g^om^trie elementaire etc., sebr reichhaltige Anf- 
gabensammlong, 2. sehr vermebrte Anfl. 1876, 3. Aufl. 1880, 4. Aofl. 1885. 

A. Longchampt, Becueil de probl^es (Soibonne 1858 — 75, concours g^n^raux, 
zu denen die besten SchfQer von jedei Anstalt gedrillt warden) Baccalameat 
(Abiturientenexamen) 1877. 

Luc. Buys, G^om^trie; La science de Tespace, sebr ausfiihrlich (Antodidakt?), 
merkwflrdig dnrch den Appendix nach K. Ch. F, Krause^B (des Philosopben) Novae 
tbeoriae etc., welche Schroeder, Mflnchen 1885, berausgegeben hat. 

/. LenthSric, Exposition Elementaire des diverses theories de la g^om^trie 
mademet Paris 1874. 

Sehr yiele Auflagen bat die kurze Geometrie von 

G. F, Olivier, G^om^trie usuelle, erhalten, 1. Anfl. Paris 1829, 9. Aufl. 1854, 
sowie 

E. Bide, H. Vernier und A. Guilmin. 

Aber seit 1880 etwa dominieren neben dem in den geistlichen 
Anstalten festgehaltenen Legendre die Elements (nicht der Traite) yon 
Bouche et Be Comberousse und vor allem der Gours (fiir Real- und 
Oberrealschnlen) und der Precis (fUr Gymnasien) von Ch, Vcu^quant, 
inspecteur de Finstruction publique (an wissenschaftlicher Arbeit welt 
hinter Bouche et De Comberousse), 

Um 1900 scheint sich eine Wendung in der Richtung philosophi- 
scher Vertiefung geltend zu machen. 

Ouido de Longehamps, Cours de matb^matiques sp^ciales, Paris 1885. 

J. F. Bonnel, Essai de gdom^trie rationale, Lyon 1891. (Sein Versucb, das 
Parallelenaxiom zu beweisen, findet keine gQnstige Aufnabme.) 

L. FoucauU, Paris 1894. 

E. Lebon, G^om^trie ^l^entaire, Paris 1896. 

WeiU, G^om^trie plane, Paris 1896. 

Gi. A, Laisant, Receuil de probl^mes de matb^matiques (2. T. Geometrie), 
Paris 1898 (aus den NauveUes anndles, dem Bou/rget, der Mctthesis^ eine sebr 
dankenswerte Arbeit entsprechend unserer Sammlung aus der Zeitschr. f. mathem. 
Unterr.). 

Da Zeitmangel mich hindert^ den Artikel Lineargeometrie auszu- 
arbeiten^ so verweise ich hier nur auf: 

G. de Longehamps, Essai de g^om^trie de la r^le et de T^querre, Paris 
1890 (ygl. aucb Mathesis, Bourget besonders die Artikel von De Coatpont, E, Cesaro, 
Be Tilly etc.). 

Sehr reichhaUige Aufgabensammlungen sind die Exercices de g6om6tne von 
F, J, (8. Aufl. 1896) (mir von Herm Neuberg mitgeteilt) zu seinen filaments de 
de g^om^trie, die 1896 in 9. Aufl., 1899 in 10. Aufl. verbieitet waren. 

Zwei sehr bedeutende Geometer yerbinden sich in: 
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B. Niewenglotcski et L, Gerard^ Cours de g^om^iarie ^l^mentaire , Paris 1898 
and 1899. 

Frankreichs hedeutendsten Geometer treffen wir in: 

/. Hadamard, Le9ons de g^omdtrie eleinentaire (g^om($trie plane) public^es 
floufl la direction de G, Darbaiix 1898. Es ist dies der 4. Teil und der be- 
bedentendste Teil des Sammelwerkes : 

Cours complet de math^matiques ^I^mentaires, public sous la direction de 
M, Dai'houx, das in unserer Enzyklopildie der Elementarmathematik von //. Weba' 
und J. WeUstein ein Seitenstiick besitzt. 

Zur firanzOsischen Literatur wird auch des bekannten deuischen Geometers 
F, Joachimsihal furs franzOsische Gymnasium in Berlin (College) bestimmte 
Cours de G^om. ^l^m., Berlin 1852, gerechnet. 

Der Lehrplan vom 31. Mai 1902 schrankt die Mathematik anf der 
Abteilung A und B (Gymnasium) auBerst ein; in der obersten Stufe^ 
der classe de philosophie^ welche der Unterprima des deutschen Gym- 
nasiums entspriclit, ist der Mathematik eine zweite obligatorische Stunde 
eingeraumt, dafiir soil dort die Mathematik vom Einmaleins bis zur 
Integralrechnung inklusiye Stereometrie und Trigonometrie gelehrt 
werden. Fiir diesen Kursus ist das Werk von: 

Jules Tannery, Notions des mathdmatiques , Paris 1903, mit Notions histori- 
ques von Paul Tannay bestimmt, aber das Werk kann trotz der hervorragenden 
Geschicklichkeit des Yerfassers die Oberfl&chlichkeit nicht verleugnen, welche die 
unbedingt notwendige Folge eines solchen Lehrplanes iat. 

DeutsoMand. 

Eine Bemerkung zuvor. Wahrend in Frankreich Mathematiker 
wie Legendre, Clairaut, Bertrand, Vincent, Bobillier, Lionnet, Terqueniy 
Catalan, JRcmche usw. elementare Lehrbiicher schreiben, in Italien Betti, 
Brioschi, Veronese, gilt das in Deutschland nicht ftir voU. Eine Aus- 
nahme machen in Deutschland Felix Klein, der sich sehr fUr die 
Lehrer bemuht hat^ und H, Weber mit seiner Algebra und der Enzy- 
klopadie der Elementarmathematik von H, Weber und eT". WeUstein. Wirk- 
liches Interesse fUr die Mittelschulen hat auch A. Brill betatigt. 

Aus dem 18. Jahrhundert i-agen in das 19. hinein: 

Chr. (v.) Wolff, Anfangsgrunde, Halle 1710, der Auszug aus demselben von 
1717 noch 1818 neu bearbeitet von Tobias Mayer, dem grofien Astronomen, und 
C. Langsdorf, der die unendliche Teilbarkeit des Raumes leugnete. 

A. G. Kastner, Anfangsgriinde der angewandten Mathematik, G5ttingen 1759, 
6. Aufl. 1800. 

W. J. G. Karsten, Lehrbuch der gesamten Mathematik (lateinisch 1760), 
Greifswald 1767 — 77, die sieben ersten Teile neu bearbeitet von MoUweide 1812 
bis 1818. 

J. A. (von) Segner, dessen „Elemente" von 1799 (deutsch, Halle 1756) sogar 
ins UngariBche ubersetzt sind und 1769 ins Neugriechische. 
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J. F. Lorevz (der Ubersetzer des Euklid [1776 und 1781], von Segner stark 
beeinflufit), Grundrifi der reinen und angewandten Matbematik , H6lm8t9.dt 1791 
bis 1792, 8. Aafl. 1807, 4. Anfl. 1817, 6. Aufl. 1820 von Gerling, ein Bach, dessen 
Lektiire noch immer lobnend ist (siehe Parallelen), 8. Aufl. 1851. 

Georg Simon KlUgel, Anfangsgriinde usw., Berlin 1872, 6. Aufl. 1819, von 
E. F. Zimmermann bearbeitet. 

C. Chr. Langsdarf, Anfangsgriinde der reinen elementaren und bdheren Mathe- 
matik, auf Revision der bisherigen Prinzipien gegriindet, Erlangen 1802. 

J. H. Pestalozzi, ABC der Anschauung, Zfirich und Leipzig 1803. 

J. F, Schmidt (der bekannte Gehilfe Pestalozzi' i)^ PestalozzCB Gr56enlehre usw., 
Halle 1805. 

Meier Hirsch, Sammlung geometrischer Aufgaben, Berlin 1. T. 1805, 2. T. 
1807; sehr viel wissenschaftliche Arbeit, die Rechnung bevozzngt. 

A. Meyei', Anleitung zur Geometrie in sokTSkHBGh-heuristischer Form filr Schnl- 
lehrer, Altona 1808—5. 

(J. Michelsen, sein Yorg&nger, Versueh in sokratischen GesprS^chen iiber die 
wicbtigsten Gegenst&nde der Elem. Geom. etc. Berlin 1781 — 84.) 

B. F. Thibaut, GrundriB der reinen Mathematik, G5ttingeu 1. Aufl. 1801, 
^. Aufl. umgearbeitet 1809, 3. Aufl. 1819, 5. Aufl. 1831. Eein eigentliches Scbnl- 
buch (s. Parallelen). 

J. C, F. Hauff, Lehrbegriff der reinen Mathematik, Frankfurt 1803. 

Fr. Kries, Lehrbuch der reinen Mathematik usw., Jena 1810, 7. Aufl. 1844. 

Tobias Meyer, Neue und allgemeine Art alle Aufgaben aus der Geometrie 
leicbt aufzuldsen usw., Efilingen 1741 (sein Erstlingswerk); neu bearbeitet von 
Benzenberg 1818. 

Joh. Andr. Matthias, Anleitung zur Erfindung und Ausffihrung elementar- 
geometrischer Beweise und AuflOsungen 1811, Leitfaden filr einen heuristisdien 
Scfiulunterricht usw., Magdeburg 1814, viele Auflagen, 7. Aufl. 1845. 

Georg Simon Ohm (Entdecker des Ohmwhen Gesetzes), Grundlinien zn einer 
zweckm&fiigen Behandlung der Geometrie als hdheres Bildungsmittel, Erlangen 
1817.*) (Heuristische Methode.) 

Martin Ohm, Elementargeometrie und Trigonometrie an der Berliner Univer- 
sitat, Berlin 1819, 1826, 1847. 

F. W. D. SneU (der 1786 flber die beste Methode der Mathematik in den 
Schulen geschrieben hat), Leichter Leitfaden der Elementargeometrie und Trigono- 
metrie, Giefien 1799, 2. Aufl. 1805; 5. Aufl. 1816; 6. Aufl. 1819. Handbuch der 
reinen Mathematik, 2 B&nde 1810. 

J. K. Fischer, Grundrifi der gesamten Mathematik, Gdttingen 1807. 

A. L. Crelle, Uber Parallelentheorie und das System in der Geometrie, Berlin 
1816; Sammltmg mathematischer Aufsatze 1821 und 1822; Legendre^s Geometrie, 
Berlin 1822, Lehrbuch dei Elemente der Geometrie, Trigonometrie, Polygonometrie, 
Stereometric, Polyedronometrie, Berlin 1825—27. 

D. Ch. L. Lehmus, Aufgaben aus der E5rperlehre, Berlin 1811; Lehrbuch 
der Geometrie, Berlin, 2 B&nde 1819—20, umgearbeitet 1826, 2. Aufl. 1840; Auf- 
gelGste Aufgaben usw., Berlin 1836. (Lehmusache Satz, Malfattische Aufgabe usw.) 

J, C. Fischer, Reine Elementarmathematik auf Grund der kritischen Philo- 
Bophie (Kant), 1820. 



♦) Poggendorff irrtflmlich 1818. 
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JEmst GoUfr. Fischer, Leitbden der Elementarmathematik, Berlin 1820'-24, 
sp&ter 1858, yon E. F. August bearbeitet. 

Magnus G. v, Paucker^ Die ebene Geometrie, KSnigsberg 1828; Fundamente 
der Geometrie, Leipzig 1842; Geometrisches ABC-Buch, Leipzig 1842. Paucker 
war ein sehr tuchtiger Elementargeometer (17Eck usw.). 

Ad. TelUcampf, YorBchole der Matbematik, Berlin 1829; ein gedankenreiches 
Buch, 2. Aufl. 1838, 4. Aufl. 1847. 

Joseph Knar, Anfftnge der reinen Geometrie, Graz 1829; icb weifi nicbt, ob 
dieses sehr dnrcbdacbte Werk eine zweite Anf lage erlebt hat. 

jET. v. HoUeben und P. Cferwien, Geometrische Analysis, 2 B&nde, Berlin 
1881 und 1882, nnd 

tT*. H, V. Swinden (s. unten) , Elemente der Geometrie ans dem HoU&ndischen 
fibersetzt nnd (sehr) vermehrt yon V, F, A, tTacobi, Jena 1884. Es sind die beiden 
reicbsten deutscben Aufgabensammlnngen, beide meines Wissens nnr in einer Auf- 
lage erschienen, aber ofb geplundert. S. dazu: 

Aug. Wiegand^ Die scbwierigen geometrischen Anfgaben aus des Pfofessors 
G. F. A, Jacohi AnbS*ngen usw., Halle 1849, nnd 

Major De Niem*), Beweise und Auflosungen sdmtlieher LehrsS^tze und Anf- 
gaben, 2 Bande, Halle 1868. 

Ja^kob Steiner, Die geometrischen KoQstruktionen, ausgefuhrt mittels der 
geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833, von Steiner als Schulbuch 
gedacht und auch oft dazu benutzt (z. B. yon Milinawski in Weifienburg) , neu 
herausgegeben in Ostwald's Klassikem 1896. Ygl. Jakob Steiner'a Lebensjahre in 
Berlin 1821—1863 yon Jul Lange, Progr. 116 (1899) Berlin. 

J. A. Grunert, Lehrbuch der Mathematik fCLr die Oberklassen hGherer Lehr- 
anstalten, Brandenburg 1832, 2. Aufl. 1835. 

H, A. Brettner, Lehrbuch der Geometrie usw., Breslau 1885, 2. Aufl. 1838, 
5. Aufl. 1853 usw. 

Karl Koppe, Anf&nge der reinen Mathematik, Essen 1836. Die Koppeschen 
Bticher, fiir damalige Zeit in ihrer Art sehr gut (auch fur Physik), erlebten rasch 
yiele Auflagen unter Koppe selbst, wurden und werden fortw9.hrend bearbeitet 
{Dahl, Diekmann), 4. Aufl. 1852, 6. Aufl. 1856 usw. 

L. A. Kunze, Lehrbuch der Geometrie, Jena 1842, 2. Aufl. 1851; nur Plani- 
metrie, aber ein S^uflerst reichhaltiges und selbst&ndige Arbeit enthaltendes Buch. 

C. A. Bretschneider, Lehrgeb&ude der niederen Geometrie, Jena 1844, meines 
Wissens nur eine Auf lage. 

A. Wiegand, Mathematische Formenlehre (Aufgabensammlung), Halle 1842; 
Lehrbuch der Planimetrie, 1842, 8. Aufl. 1871. Die TTie^anc^schen Bucher fanden 
dann in Friedrich Meyer einen hervorragenden Bearbeiter. 

E. F. August, yollst&ndiges Lehrbuch der Mathematik, 1. Kursus, Berlin 
1888 (Prismatoid). 

SchuU V. Strafinicki, Elemente der Geometrie, Wien 1835; An^nge der (Geo- 
metrie, aus der Anschauung begriffsm&fiig entwickelt, Wien 1857, dazu: 

E, Pfriemer, 1409 theoretische und praktische Aufgaben, Wien 1850. 



*) Der Vomame ist auf keine Weise festzusteUen, und fehlt auf dem Titel, 
ich habe vergeblich die Rang- und Quartierliste und den Gothaer Kalender 
durchsucht. 



r 



4. Lehrbtlcher, AufgabenBammlungen. 33 

(7. Meyer, Lehrbach der Geometrie fUr Gynmasien, Potsdam 1887, S8, 40; 
viele Auflagen; die spftteren (18. Aufl.) haben in Martus einen tdchtigen Bearbei- 
ter gefanden. 

G. H. Burhenne, Die Mathematik als System betrachtet, Cassel 1889; Die 
Raumgestalten nach ihrer Symmetrie dargestellt, Cassel 1882. 

G. jP. Hartmann, Anf&nge der darstellenden Qeometrie, Hannover 1883. 

J. J. V. Littrow, Knrze Anleitong zur gesamten Mathematik, darin Trigono- 
metrie vor Planimetrie, und diese auf Trigonometrie gestdtzt, Wien 1888 (s. unten 
Htibnerl)y Definition der Ahnlichkeit, p. 145 § 42. 

Lorenz Woeckel, Die Geometrie der Alten (Anfgabensammlung), Ntlmberg 

1880, 13, Aufl, 1886. 

E. Grebe, Leitfaden for den Yorbereitungsunterriclit in der Geometrie, Cassel 
1840. 

A. Arneih, System der Geometrie, Stuttgart 1840. 

.F. Bummer, Leitfaden der Elementargeometrie (mit Aufgaben), Heidelberg 
1841; schon 1854 die dritte Auflage. , 

F. Profi, Leitfaden der Geometrie (Planimetrie, Stereometrie, Anwendung der 
Algebra), Stuttgart 1842 ; ein hervorragendes Buck, eine Auflage. 

/. H. T. MiiUer, Planimetrie, Halle 1844, Stereometrie 1851; das herror- 
ragendste Buch des in der Elementargeometrie durch tiichtige Arbeiten (Tetraeder, 
Prismatoid usw.) yerdienten Mannes; meines Wissens nur eine Auflage; Trigono- 
metrie 1862. 

Hitgo V. Bose, Zeichnende Geometrie als VorschuU fQr die Geometrie usw., 
Dresden 1846. 

A. L. Busch, Vorschule der darstellenden Geometrie (Vorwort von C. G. J, 
Jacohi), Berlin 1846; 2. Aufl. Berlin 1868. 

Major Meno Burg, Grundrifi der Vortr&ge uber die geometrische Zeichen- 
kunst usw. (Artillerieschule), Berlin 1851. 

W, GaUenkamp, Die Elemente der Mathematik, Iserlohn 1850; 4. Aufl. 1874; 
5. Aufl. 1881 des sehr durchdachten Buches 1860. 

L. Kcmbly, Elementarmathematik, Breslau 1850, 52, 53, 56 usw.; 100 Auf- 
lagen (die 101. Yon Boeder)\ ein beispielloser Erfolg, obgleich oder vielleicht weil 
das Buch ohne wissenschEiftlichen Wert ist. 

H. B, lAibsen^ Ausftlhrliches Lehrbuch der Elementargeometrie, Hamburg 
1851, sehr viele Auflagen. 

C. Spits, Elemente der Geometrie, Heidelberg 1852, 2. Aufl. 1862, 8. Aufl. 

1881, vom Sohne besorgt. 

Chr. Po/uIms^ Grundlinien d. neueren ebenen Geometrie m. e. Sammlung v. mehr 
als 1000 erl&uterten Aufgaben, Stuttgart 1858. 

B.i4!hard BdUxer, Die Elemente der Mathematik, Leipzig 1858; fur Lehrer; 
reich an zuverl&ssigen historischen Notizen, was ohne Yorgang in solchen Elemen- 
tarbtichem war; die nicht-euklidische Geometrie zuerst beachtet; streng wissen- 
schaftlich und eigene Arbeit verwertet (Ahnlichkeit, Inhalt usw.). 5. Aufl. 1881. 

Ka/rl Fresenius, Die Raumlehre, eine Grammatik der Natur, Frankfurt 1854, 
philosophisch aber anregend. 

H, Seheffler, Der Situation skalkfll, Braunschweig 1851; flber Scheffler ver- 
gleiche Methodik. Es treten eben dieselben Gedanken gleichzeitig auf. 

H. Grafimann, Die Wissenschaft der extensiven Geometrie oder die Aus- 
dehnungslehre, Leipzig 1844. 

Simon, Elementargeometrie. 8 
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B, Feaux, 1. Bd. Planimetrie, 2. Bd. Stereomettie, MtLnster 1857; oft auf- 
gelegt (von Dahle). 

J. 0. Gandtner nnd K, F. Jwnghans, Sammlung von Lehrsatzen and Anf- 
gaben aus der Planimetrie, Berlin 1856, 59; viel benutzt, 3. Aufi. 1882 (von Jung- 
hans allein), 6. Anfl. 1895. 

Th. Wittstein, Lehibuch der Elementarmathematik, Hannover 1856—62; 
15. Aufl. 1895. 

JS. JSeilermann, Sammlung geometrischer Aufgaben, Essen 1857; allm3.hlich 
sehr erweitert, 5. Anfl. 1884. 

F. G. Mehler, Haapts&tze der Elementarmathematik (Yorwort von S<^TB)ach\ 
Berlin 1859, unter Einwirkung von SchelJbach entstanden und erweitert, sehr kurz 
und meist wissenschaftlich begriindet, besonders ist die Stereometrie gat, 10. Aafl. 
schon 1880; gegenw&rtig hrsg. von G, Baseler. 

C. Th. Anger, Elemente der Projektionslehre, Danzig 1858. (Nenere Geometrie 
schon 1839.) 

Tk. Spieker, Lehrbach^der ebenen Geometrie (mit Aufgaben), Potsdam 1862; 
die tachtige Arbeit des verdienten Geometers hatte 1894 die 21. Aofl. 

J. Helmes, Elementarmathematik, Hannover 1862—64, 2. Aafl. 1874—81; 
braachbares Buch, besonders die Trigonometrie. 

K. H. ScheUbach (vgl. Methodik), Sammlang und Aafl5sang mathematischer 
Aafgaben unter Mitwirkung von JS. Lieber bearbeitet und herausgegeben von 
E. Fischer, Berlin 1860. 

Oskar Schlotnilch, Grundzfige einer wissenschaftlichen Darstellung einer Geo- 
metrie des Mafies, Leipzig 1862, wiederholt aufgelegt; sp3>ter Handbuch der 
Mathematik unter Mitwirkung von F. Beidt und B. Heger, Leipzig 1879 — 81, 
2. Aufl. 1904. 

H. C. E. Martus, Mathematische Aufgaben usw. (Sammlung der deutschen 
Abiturienten-(Ba,cc&\&yxreuB)Aufg(iben), Greifswald 1865, 10 Auflagenl (von der 
dritten an Leipzig bezw. Dresden). 

H. Pfaff, Neuere Geometrie, Erlangen 1867. 

Fr. Beidt, Die Elemente der Mathematik, Berlin 1868, oft aufgelegt. 

H. Lieber und F. v. LUhmann, Geometrische Eonstruktionsaufgaben , Pyritz 
1870; von der 2. Aufl. 1874 bis zur letzten (14.) Aufl. 1899 Berlin (Simion); z. Z. 
die fOr die SchtUer brauchbarste Aufgabensammlung Deutschlands. 

/. Frischauf, Elemente der Geometrie, Graz 1870; 2. Aufl. 1877. 

Xaver Stoll, Anfangsgriinde der neueren Geometrie. Bensheim 1872. F. Geiser, 
Einleitung in die synthetische Geometrie (s. Methodik). Leipzig 1869. 

Georg Becknagel, Geometrie fur die Schule, Mdnchen 1871, 2. verbesserte 
Aufl. 1876, seitdem oft aufgelegt; das Werk eines durchgebildeten Mathematikers. 

J. C. Becker, Leitfaden fiir den Unterricht in der Geometiie an Mittelschulen, 
Schafl'hausen 1872; eigenartig, daher ohne &ufiem Erfolg. 

/. Worpitzky, Elemente der Mathematik, Planimetrie, Berlin 1874; vgl. die 
Bemerkung zu Becker. 

F. Kruse, Elemente der Geometrie, Berlin 1876 (Polygon). 

H. Lieber und F. v. LUhmavm, Leitfaden der Elementarmathematik, Berlin 
1876, 77, 2. Aufl. schon 1879, jetzt herausgegeben von Miisebeck. Die beiden 
tdchtigen MSimer, denen die deutsche Lehrerwelt so viel verdankt, sind beide 
verh^ltnism&fiig friih gestorben. 

Joh. Karl Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage, streng 
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dednktiv dargeeiellt (far Lehrer), Berlin 1877, und Lehibnch der Elementarmathe- 
matik, Berlin 1877 — 79 (vgl. die Bemerkong bei J. C. Becker), 

V. SchUgel, Leitfaden der Elementarmathematik, 1880, vgl. die Bemerknng 
bei J. C. Becker. Schlegel ist der bekannte Vorkftmpfer fdr die GraflmannBche 
AnsdehnungBlehre. 

Julius Petersen (deutsch von Fischer-Benson), Leitfaden der elementaren 
Pianimeirie, Eopenhagen 1881; Methoden %md Theorien, Kopenhagen; d&nisch 
1866, deutech 1879, franz^^BiBch 1880. 

F. Glinzer, Lehrbnch der Elementargeometrie, Hamburg 1880 — 81. 

tT. Henriei tind P. TreuUein, Lehrbnch der Elementargeometrie, Leipzig 
1881—88, ganz auf dem Standpnnkt der neneren Geometrie; projektive Beziehungen 
syBtematisch benutzt; L T. 8. Anfl. 1897; 11. T. 2. Anfl. 1896; IIL T. 2. Aufl. 1901! 
ygl. die Bemerkung bei J. G. Becker, und das ist einB der besten Lehrbflcher 
Deutschlands. 

A. MHinowski, Die Geometrie fflr Gymnasien nnd Realschnlen, Leipzig 1881 ; 
auch fdr diesen herrorragenden Synthetiker vgl. die Bemerknng bei /. C. Becker. 

M. Paschf Vorlesungen fiber neuere Geometrie, Leipzig 1882 {fQ/r Lehrer). 

C. F. Hertter, Zeichnende Geometrie, Stnttgart 1882. 

G, MHUer, Zeichnende Geometrie, Stnttgart 1884, 6. Anfl. 1900. 

Friedrich Meyer, 8. EurBus der Planimetrie, zngleich als Vorbereitttng anf 
die neuere Geometrie, Halle 1886 (^Si^^rmscher Beweis, dafi das EreiBpolygon 
Maximum ist, ubw.); ein Yem^htniB des zu frflh gestorbenen ausgezeichneten 
LehrerB und MathematikerB. 

0. Bausehberger, Die Elementargeometrie des Punktes, der Geraden und der 
Ebene, Leipzig 1887 (b. Methodik). 

Hubert A. Miiner, Die Elemente der Planimetrie, ein Beitrag zur Methode des 
geometrischen UnterrichtB, Metz 1889, 7. Aufl. 1899; Symmetrie (-Achse und -Punkt). 

Mcus Simon, Die Elemente der Geometrie mit RnckBicht auf die absolute 
Geometrie, Strafiburg 1890 (fur Lehrer), vgl. die Bemerkung bei /. C. Becker. 

E. SektOce, Sammlung planimetriBcher Au%aben, Leipzig 1890, billig und 
brauchbar. 

W. Fuhrmcwwi, Synthetische Beweise planimetrischer Sfttze, Berlin 1890; fdr 
Didaktik und neuere Dreiecksgeometrie sehr zu empfehlen. 

K. Schwering, 100 Aufgaben aus der niedem Geometrie, Freiburg 1891, 
2. Aufl. 1890. Die Aufgaben wie ihre oft sehr feinen LOsungen zeigen den be- 
deutenden Methodiker und Mathematiker. 

Chr. Ernst und L. StoUe, Lehrbnch der Geometrie, Planimetrie nebst Auf- 
gaben, Strafiburg 1891, 4. Aufl. 1902. 

Der neue glucklicherweise karzlebige preuBische Lehrplan yon 1892 

rief dann neue Bearbeitungen fast aller Lehrbdcher hervor und zeitigte 

als Bltlte: 

G. HoUmHUer, MethodischeB Lehrbnch der Elementarmathematik, Leipzig 
1894, 8. T. 1896; 1898 Bchon dritte Doppelauf lage ; wir nennen femer: 

K. Schwering und W. Krimphoff, Anfangsgrunde der ebenen Geometrie, Frei- 
burg 1894, 8. Aufl. 1900. K. Schwering allein: Stereometric, Freiburg 1894. 

I|dm« ^ J Schiff, Methoden zur L58ung der Fragen der elementaren Geo- 
metrie, Petersbarg 1894; gute Einleitung in die neuere Geometrie. 

E. F. Borih, Die geometrische Eonatruktion, Leipzig 8. Aufl. 1894. 
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J. Egger, t^angsbuch f£ir den geometr. Unterricht, Bern 3. Aufl. 1894. 

G, Mahler, Ebene Geometrie, Sammlang GOschen 1895; rasch neu aufgelegt; 
8. Aufl. 1900, Abdruck 1902. 

E. Hercher, Lehrbuch der Geometrie, Leipzig 3. Aufl. 1896 (auf Grund dea 
preufiischen Lehrplans von 1892!). 

K, Fink, Die elementare systemaiische und darsteUende Geometrie der Ebene 
in der MittelBchnle) dazu Aufgaben und von K. Fink und Auer, 10 Figurentafeln 
und 84 CbungBbl&tter usw., Ttlbingen 1896. Das erste Heft hat als Anhang einen 
kurzen Abrifi der Geschichte der Geometrie; von G. Hauck empfohlen. 

K, Sehmid, 100 ausfdhrlich gelSste geometrische Aufgaben (Ao^. aus der 
bayrischen Lehrer-AnsteUungsprdfung usw.), Mflnchen 1896. 

H. DobrineTf Leitfaden der Geometrie fOr h5here Lehranstalten (Proportions- 
lehre auf Fl&chenTergleichung gegrOndet), Leipzig 1898. 

' J, C, V. Hoffmann, Sammlung der Aufgaben aus den ersten 25 Bdnden der 
Zeitschr. f. mathem. Unterr., geordnet von R. Emmerich und Mtisebeck, Leipzig 1898. 

E, Sailer, Aufgaben aus der Elomentarmathematik (Bayzische Staatsprufung), 
Manchen 1878—93, 1898. 

TT. Pflieger, Elementare Planimetrie, Leipzig 1901 (Sammlung Schubert /Z), 
ein Buch, das die Skizze, die M, Simon in seinen „Elementen usw.^^ von 1890 
gibt, sorgf&ltig aus- und weiterfOhrt, und die abf&llige Exitik Herrn Thiemes in 
keiner Weise verdient, dessen Leitfaden der Mathematik von 1902 daneben eine 
ddrftige Leistung ist. 

An speziell osterreichischen Biichern erwahne ich fUr den Anfang 
des Jahrhunders die Biicher von 

G. V. Vega, Anfangsg. d. Greometrie, Wien 1802, 
far die Mitte: 

L. C. SchuU V. Strafinitehi, Anfangsgr. d. Geometrie, 1. Heft, Wien 1851. 
G, Winkler v. BrOdcenbrand, Lehrb. d. Geometrie, d. eb. Trigonometrie und 
Polygonometrie, 6. Aufl. von F, Bauer, Wien 1857, 

und fOr die letzte Zeit: 

F, Hoeevar seit 1889 sehr verbreitet. 

L, Mobnik, Lehrbuch der Geometrie fur die Obergymnasien, Wien 1833, oft 
bearbeitet, auch italienisch, 32. Aufl, bearbeitet von F. Walientin, Wien 1894. 

F. ViHh, Die Lehre der vollBt&ndig reinen Mathematik fur den Selbstunter- 
richt, 2 Telle, Wien 1862. 

£s seien auch die tuchtigen Lehr biicher: Hotter von HaUersteiWB 
fOr die deutschen KadeUensdwie^y spater yon Hidsen bearbeitet, nicht 
Tergeesen. 

F. HdOer von HaUersiein, Lehrbuch der Elementar-Mathematik, 1. Aufl. 1846. 

Snglanl 

Cber die eigenttlmliehe Stellung Euklid'a haben wir schon ge- 
sprochen; die meisten Arbeiten erscheinen unter der Firma yon Euklid, 
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bringen auch den Text; wenigstens der ersten vier Biicher und des 
sechsten Buches^ das fftnfte wird nach De Morgan bearbeitet, vom 
elften wird die Halfte gegeben^ das zwolffce macht den Schlufi. Zu- 
grnnde liegt fast immer die Bearbeitung yon 

Mobert Simsan, The Elexnente of Euclid, Edinburgh 1756, die unter 
wechselnden Bearbeitem zahllose Auflagen erhalten haben. Bedeiitenden Einflufi 
haben anch: 

John Play fair' ^ Elements of geometry von 1796 (11. Aufl. 1869) und 

Charles HuttorC^ Mathematische Werke, die noch 1840 von den hervorragen- 
den Geometem Gregory, T. 8. Davies, W. Eutherford bearbeitet weiden. Zu 
nennen wftren auch 

W. Ludlam, W. Enierson, Sir J. Leslie and Bonnyctxstle. 

Aas der Mitte des Jahrhonderts ist 

A. de Morgan zu nennen, dessen Connexion of numbers and magnitude, 
London 1836, entscheidend ffir die Bearbeitung der Lehre von den Proportionen 
(V. Buch) geworden ist, und die Elements of Euclid von 

J. Todhunter, London 1862, die eine selbst in England unerhOrte Yerbreitung 
gefunden haben und, da sie von der indischen Yerwaltung akzeptiert wurden, in 
eine ganze Zahl orientalischer Sprachen flbersetzt worden sind. 

Aufgaben (exercises) sind zahlreich in den EuMid'AMBgB.hen ent- 
halten^ auch ^^keys^^ (Scbliissel) vielfach hinzugefiigt. Daneben sind 
schon seit 1800 die Exmamenaufgaben aus den einzelnen ^^colleges^' 
Yon Cambridge und etwas spater aus dem ^Senate-house^^ (wo die 
grofien Prufungen abgehalten werden) gesammelt worden^ und seit etwa 
1860 auch die von Oxford. Yiele Aufgaben enthalten die Joumale: 
The ladies* diary von 1720—1869, The gentlemen's diary von 1741—1840, 
von da ab „The ladies' and gentlemen^s diary'^, sowie Leyboum^s „Mathe- 
matical repository^', old series im 18. Jahrhundert und new series von 
1806—1814. 

tfberreich sind die ,,Educational times'^, deren Material gesammelt 
ist in den ^Mathematical questions and solutions from the educational 
times", edit, by 

W, J. C. MiOer von 1864 bis 1897, dann von D. BiddU bis 1901, 
seit 1902 von G. J. Ma/rJcs. Es sind die besten englischen Namen, 
die sich an den Aufgaben und ihren Losungen beteiligt haben, Cayley 
und Sylvester eingeschlossen, auch viele hervorragende Franzosen, von 
deutschen HochschuUehrem habe ich EmU Lampe, Fdix Klein, E, Cssuber 
konstatiert. 

Sehr zahlreich sind als Zusatze zu den jETti^idf-Ausgaben die Tri- 
gonometrien, von denen ich die hervorragendsten unter „Trigonometrie" 
anfilhre. 

Wichtig far den heutigen Schulunterricht sind die „General reports'' 
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der A. I. Q. T. (AssociaHon for the improvement of geometrical teaching), 
die mir leider nicht direkt zur Yerfiiguiig standen. 

Yerlagsort meist London^ die Verleger sind eigentlich das entschei- 
dende^ da in England und Amerika die grofieren Firmen Filialen haben. 

J. Flay fair, Elemente of geomeiay, Edinburgh 1796, EukUd-Text, 6 Bucher, 
dazu Ereisberechnnng, Stereometrie nnd Trigonometrie, mit Zas&tzen von W. TFoZ- 
lace 1831, 9. Aofl. 1836 von J. Davidson, 11. Aufl. von P. KeUand 1846, 12. Aufl 
1852. 

Charles HuUon, A course of mathematicB, 9. Aufl. mit Verbesserongen 
von OUnOi Gregory 1840 (key von Bowling, 2. Aufl. 1824); 12. Aufl. 1841 von 
D. Gregory nnd T. S. Daviea, der 1840 Solntions to the principle questionB ge- 
geben; v5llige Umarbeitung von W. Euiherford 1843. 

W. Emerson, Elements of geometry (mit problems), London 1794. 

W, Ludlam, Rudiments of mathematics, London 1. Aufl. 1785, 5. Aufl. 1809. 

Sir John Leslie, Elements of geometry, geometrical analysis and tiigono> 
metry, Edinburgh 1809, 4. Aufl. 1820; Eudiments etc. 1828 (iibersetzt und sehr 
vermehrt von Griison, Berlin 1822). 

Th. Leyboum, The mathematiciil questions proposed in the ladie^ diary and 
their original answers together with some new solutions firom 1704—1816 — 1817. 
An elementary system of theoretical geometry, London 1818; Geometrical solu- 
tions, London 1818. 

George Phillips, Euclid course of geometry, 1826. 

Miles Bland (der die Aufgaben zu den quadratischen Gleichungen geschrie- 
ben), Geometrical problems deduced &om the first 6 books etc., 3. Aufl. 1827, 
4. Aufl. 1849, deutsch von A. Wiegand, Halle 1880. 

D. Lardner, The first 6 books etc., Eommentar, Aufgaben, 1. Aufl. 1828, 
11. Aufl. 1851. (Dabei Stereometry, essay on the ancient geometrical analysis, 
transversals etc.) L. hat auch in der von ihm begriindeten sehr verbreiteten 
C(ibinet cyclopaedia die elementare Mathematik bearbeitet. 

R. Wallace, Mathematical guide, 1850; A treatise on geometry, Glasgow 1832. 

T. Perron. Thompson, Geometry withotU axioms, London 1833, oft aufgelegt, 
auch ins FranzOsische tlbersetzt und wiederholt aufgelegt; Ebene und (}erade wie 
bei Bolyai und Lohaischefskij deflniert und bemerkenswerte Eritik der ver- 
schiedenen Parallelentheorien. 

Cambridge mathematical examination papers (colleges) 1831—37; problems 
von 1800—1830 mit solutions von J. M. F. Wright; Senate-house-problems von 
Jameson fiir 1846—51; von Ferrers von 1850—51; fiir 1864 usw. fortgesetzt bis 
jetzt von verschiedenen Bearbeitem. 

B. W, Keith, Euclid. London 1835, oft aufgelegt. 

Beynard, Geometrical solutions etc., London 1837. 

A, de Morgan, Connexion of numbers and magnitudes, London 1832; Tri- 
gonometry and double algebra (double, d. h. Zahlen von der Einheit i, Theorie 
der komplexen GrOfien, sehr verwandt mit Hamilton^ b Quatemionen) 1849; A course 
of Mathem. for students, London 1840. 

Bumer, Geometry PestaloBzian, 1837. 

/. Edwards, The figures of Euclid, with questions etc., 2. Aufl. 1838* 

W. Wallace, Geometrical theorems, 1839. 

Olinth Gregory, Hints, theorems elucidated etc., 1840. 
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Th. Keith, The complete measurer etc., corrected and enlarged by 8, Meynard, 
2. Aufl. 1839. 

W.D.Cooley^ Geometrical propoBitions demonstrated, London 1840, 2. Aufl. 
1862, sein Ettklid ist Ton 1839 (London). 

T. W. Newman, DifficnltieB of elementary geometry (parallels), 1841. 

W. EtUherford (nach Simeon bearbeitet) 1847. 

Th. Tate, Die drei ersten Bvicher des Euklid 1849; 2. Aufl. 1851; 1854 usw. 

C. P. Mason, Buch 1, 1854 (von Mason sind viele hubsche Zus&tze in den 
Diaries). 

P. KeUand, Lectures on the principles of elementary mathematics, Edin- 
burgh 1843. 

r. 8. Bavies, W. Butherford, 8. Fenwick geben heraus: The maihemati- 
dan, 3 B&nde (1845—56); von letzterem: Elementary course of mathematics ffir 
die Xriegsakademie 1853. 

J. Gape, Mathematical course 1842, hints to the teacher 1842. 

Colenso, Problems etc. 1847, 2. Aufl. 1849. 

TT. WaUon, Problems etc. 1851. 

H. G. Latham, Propositions on the properties of conic sections 1848. 

P. Morton, Plane, solid and spherical g. 1849. 

W. Bitchie, Principles of geometry, illustrated 1849, 2. Aufl. 1853 London. 

-r' -f.r « -«.« I Praktische, bez. deskriptive Geometrie. 
J. WoUey, 1842 J ' ^ 

J. Elliot (vgl. Mason) 1845. 

G. J, H. Beynolds 1850. 

A. Jardine 1855. 

8ela Smith, New geometry 1850. 

T. P. Kirkman (Pascal), First nmemonic lessons on geometry, algebra and 
trigonometry. 

J. Mukahy, Geometry modem 1852. 

H. Goodwin, Elementary course of mathematics 1857, 6. Aufl. 1866; collec- 
tion of' problems 2. Aufl. 1852; 8. Aufl. 1862 von Vyvyan, der 1862 solutions dazu 
herausgab. 

J. T^hv/nter, Geometry plane London 1855, Mensuration 1861, Euclid 
elements 1862 (enormer Erfolg), 1899 von G. L. Loney. Auf die Angriffe der 
A. L G. T gegen Euclid erwiderte Todhunter in dem vortrefflichen The mathe- 
matical tripos. (The conflict of study and other essays, darunter Elementary 
geometry) London 1878. 

Law, Geometrical logic 1855. 

W, D. Cooky, Elements of geometry, simplified and explained London 1860. 

J. M. Wilson (Gegner EtLklid'B^ den er mit sehr nichtigen Argumenten be- 
k&mpft): Elementary geometry 1867, 2. Aufl. 1869, id. Lectures on mathematical 
teaching, Rugby 1870. 

Jos. Wolstenholme , A Book of mathematical problems, Cambridge 1867. 
2. sehr vermehrte Aufl. 1878. 

B. P. Wright, Elements of plane geometry 1868, 2. Aufl. 1871. Vorrede 
von Hirst (siehe BattagUni 1868, p. 369). 

J. B. Morell, Euclid simplified etc. (franzOsische Werke benutzt.) 1868. 
F. 8. Aldis, Textbook of geometry 1872 (Stereom. 1865) 2. Aufl. 1880. 
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M* Tawnsendf Chapters on the modem geometry of the point, line and 
circle, Dublin 1863, 65. 

Oxford examination papers 1863—1873, fortgesetzt. 

T. A, Hirst, Geometrical contributions to the educational times, 1875. 

W. A. WiUock, Elementary geometry of the right line and circle 1875. S. 
oben unter 1864. 

S. H. Winter, Mathematical exercices for military and civil service etc. 
1877. 

Woolmch Mathematical papers for admission 1880, fortgesetzt bis jetzt. 

J. B. MiUer, Elements of descriptive geometry 1878. 

E. Loomis, Elements of geometry, a reviewed edition 1876. 

0. Henrici (sehr bekannter engl. Mathematiker), Elementary geometry 1879. 

tTohn Casey (einer der bedeutendsten neuem Vertreter der Elementar- 
geometric) Dublin und London 1881: A sequel to Euclid, ein Eleinod der Lite- 
ratur, 7. Aufl. 1895 ; id. The first 6 books of elements of Euclid, Dublin 1882 (in 
tLblicher Weise, der Text genau beibehalten, aber Noten und AnhSiUge enthalten 
andere Beweise, Aufgaben, Erweiterungen, neuere Geometric etc.) 

Mukhopadhyay , Solutions of some old questions in mathematics from the 
educational times 1885. 

E. C. J. Nixon, Euclid revised 1886 (Stereometric 1887) Plane Trigonometry 
1882, 3. Aufl. 1895, dazu Supplemente 1891. 

Nachdem die A. I. G. T. infolge der Eroffnnngsrede von Sylvester 
und der Angriffe Wilson^s und Jones^ gegen EuTdid eine Eommission 
eingesetzt hatte, bestehend aus: Sylvester, Cayley, Hirst, Price, Smith, 
SpotUswood, Hayward, Salmon, Tovmsend, Fuller, KeUand, Wilson und 
Clifford, d. h. so ziemlich aus Englands bedeutendsten Mathematikem, 
entstand 1878 der Syllabus of the A. I. G. T.^ aus dem dann 1884 und 
85 The elements of plane geometry hervorgingen, ein Versuch den 
EuMid zu beseitigen, der an dem Widerspruch der Universitaten, be- 
sonders Londons scheiterte. Ubrigens waren die Anderungen nicht 
gerade welterschiittemd^ standen doch gegen Sylvester Cayley, gegen 
Clifford Kdland. Der Syllabus drang nicht durch, vgl. Todhunter und 
das durch Humor und Scharfe ausgezeichnete Buch yon: 

C. L. Dodgson, Euclid and his rivals, London 1880^ 2. Aufl. 1885. 

H. 8. Hall and F. H Stevens, A textbook of Euclid. (1—6 und 11) London 
1888, die 2. Aufl. schon 1889; die letzte von 1899 enthalt, was man nur verlangen 
kann, sogar Maxima und Minima und wie ublich sehr yiel exercices. HaU und 
Stevens erw9.1men in der Yorrede eines Euklid-Ausgabe von: Dr. /. 8. Mackay mit 
zahlreichen historischen Noten: The elements of Euclid book I— YI and parts of 
book XI and XII, London 1878. Herr Mackay hat eine gewaltige Arbeit nieder- 
gelegt in den Edinburgh M. S. Proceedings fOr eine Reihe einzelner Probleme, 
insbesondere neuere Dreiecksgeometrie, die namentlich die englisohen Quellen 
des 18. Jahrhunderts auf das genaueste berficksichtigt. 

J. Blackie and W. Thomson wie HaU and Stevens 1. Aufl. 1891, 2. Aufl. 1896. 

A. T, Richardson, Graduate mathematical exercises for home works, 1892. 

J, Harrison, Practical plane and solid geometry 1895. 
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E. M. Langley and W. S. PhiUtps, The Harpur Euclid, 1895 von Gibson 
gelobt. 

T. H. Stains, Elementary mensuration 1895. Aufgaben aus der Praxis Mr 
die SchQler. 

Edwards, Elements of geometry 1895 (nicht die Methode Euklid's). 

H. M, Taylor (sehr bedeutender Elementarmathematiker), Elements of 
Euclid, book I— VI 1898, b. XI und XII 1896 in ublicher Form, vgl. HaU and 
Stevens, 

A. B. Capel, Common sense Euclid, 2 T., 4. Aufl. 1896. 

J. S. Bawky, Practical plane and solid geometry, 16. Aufl. 1896. 

B. Sachau, Euclid I und II 1896. 

JS. Angel, Practical plane and solid geometry, 3. Aufl. 1896. 

T. W. Good, Science and art of geometry, 3. Aufl. 1896. 

G. M. Minchin, Geometry for beginners 1897 von Gibson gelobt. 

T. J. Evans and W. W. T. PuThn, 1897 ; Practical plane and solid geometry 
containing the solutions to the honour questions at examination of science and 
art, 1889—96. 

/. A. Third, Modem geometry of the point, straight line, and circle 1898, 
von Gibson gelobt. 

TT, W. Cheriton, A simplified Euclid. (Preface by EUioU Kitchener) 1898. 

G. M. Minchin, Geometry versits Euclid, Nature 59, 369, 1899. Dun stimmt bei 

B. J. Dallas, The teaching of geometry, ibid. p. 441. 

M, J, M. HiU, The contents of the V and VI book, Cambridge 1900. 

Amerika. 

Die Selbsi^ndigkeit beginnt mit Sylvester^B Berafung an die John 
Hopkins Uniyersitat. Es ist daher erklarlich^ dafi EuTdid dort yer- 
lassen wurde. Einer gUtigen Mitteilung des Herrn Virgil Snyder yon 
der Cornell Uniyersitat yerdanke ich folgende Liste^ die 1890 anhebt: 

G. B. Hoisted, The elements of geometry. Newyork 1885. 

G, B. Hoisted, Plane and solid geometry, 1891. Hoisted ist als Arbeiter 
auf dem Gebiete nicht-Euklidischer Geometrie bekannt. 

A, von Velzer, Plane and solid geometry, Madison (Wise.) 1894. 

G. C. Edwards, Elements of geometiy, London and New Tork 1895. 

J. A. GriUett, Euclidean geometry {HoU <& Comp.\ New York and London 1896. 

G. V, Pettee, Plane geometry {Silver, Burdett & Comp.) Boston 1896. 

A. PiUlar, Geometry for Kindergarten students 1896. 

W. J. Meyers, An inductive manual of the straight line and the circle, Denver 
1896. 

A. Stohbs, The elements of plane geometry (Sovell) 1896. 

A. W. I^tOips and J. Fisher, Elements of geometry, New York 1896. (Abridged 
ed. 97.) 

H D. Thompson, Elementary solid geometry and mensurations 1896. 

W. W. Beman and D. E. Smith, Plane and solid geometry 1897, 1. Aufl. 
1895. 

W. NoetUng, Elements of constructive geometry, inductively presented; &om 
the German of K. H. Stacker. Boston 1897. 
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H. W. Keighwin, Elements of geometry, New York 1897. 

W. J. Milne, Plane and solid geometry, New York 1899, 

S. W. Fwrst, Mensurations with special applications 1899. 

G. A. Wentworth and G. A. Hill, First steps in geometry '{Grinn dk Comp.) 
1901. 

Sindaru Roto, Geometrical exercises in paper folding, reedited by Bernan 
dt Smith 1901. 

A. SchuUze and F. L. Sevenoak, Plane and solid geometry, New York 1901. 
(MacmiUan dt Comp.) 

W. W. Bupert, Famous geometrical theorems and problems with their 
history, New York 1901 (Winkelsumme im Dreieck und Pythagoras); es scheint 
mir ein Auszug aus Bouse Ball zu sein (s. Geschichte). 

Ich f&ge noch hinzu 

G. A. Wentworth, Plane and solid geometry, Boston 1895, der amerikanische 
Kambly). 

Die besten LehrbUcher sollen die yon Phillips and Fisher, Beman 
and Smith und Thompson sein. Die beiden ersten kenne ich aus 
Autopsie. Sie sind praktisch und klar^ auch enthalten sie Material 
genugy doch gehen sie den Schwierigkeiten aus dem Wege, in Sonder- 
heit PhiUips and Fisher, Unsern guten Lehrbiichem ebenburtig ist 
Jam^es Mac MaJion, Elementary plane geometry, Chicago 1903. 

Gnt ist auch F, H, Holgaie, Plane and solid geometry 1901. {Hdl- 
gate ist der tJbersetzer von Th, Beyers Geometrie der Lage.) Das 
neueste ist Meyers, School Mathematics. 

Ygl. auch H. Cajorij the teaching etc. bei Methodik. 



Italien. 

Das Land; das im 15. und 16. Jahrhundert jene nur von den 
Hellenen erreichte Bliite der Kunst und Wissenschaft hervorbrachte, 
die wir Renaissance nennen^ sank infolge der politischen Schicksale 
wirtschaftlich und wissenschaftlich. Aber seit der nationalen Einigung, 
oder schon seit 1848, haben wir einen wunderbaren Aufschwung zu ver- 
zeichnen wie auf alien wissenschaftlichen Gebieten, so auch auf dem 
der Elementargeometrie, wo es besonders die Fragen nach der Philo- 
sophic der Geometrie und damit auch die padagogischen sind, welche 
von den Italienem in hervorragender Weise bearbeitet werden. 

Mit Giorginij BellavitiSy Genocchi, Cretnona, Beltrami, Betti, Brioschiy 
Be Zolt (produktiv), mit Sannia, D'Ovidio, Lazzeri, Bassani, Giudice 
(ausfQhrend) und mit Peano, Veronese, Ingrami, Enriques steht Italien 
geradezu an der Spitze des mathematischen grundlegenden Unterrichts. 

Das Gesetz der Eontinuitat kann man auch hier verfolgen. 
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Tartagliay der Verfasser des General Trattato, der 1543 als der 
erste den Euklid in eiiie lebende Sprache fibersetzte; 

Commandino, dessen lateinische Ausgabe yon 1572 niit der des 
Glavius wetieifert; 

Bordli, dessen Enclides restitntus auf Saccheri und seine ^Reini- 
gnng'^ des Euhlid entscheidenden Einflufi tlbte. 

Guido Grandi, Castiglioney Mascheroni, MalfaUi und zum SchluB 
des 18. nnd Beginn des 19. Jahrhunderts 

Vincenssio Flauti, der seine Enklid- Ausgabe von 1818 mit einer 
Gescluchte des Parallelenazioms begleitete. 

FUr die Entwicklung stand mir ein Brief 6r. Loria'a yom 16. Januar 
1898 zur Verf&gungy den ich tunlichst yervollstandigt habe. Loria 
unterscheidet drei Perioden: die erste bis zur definitiyen Konstituierung 
des Konigreichs Italien, die zweite etwa von 1860 — 1885, die dritte 
bis 1900. 

In der ersten herrschten in den yerschiedenen Landem sehr yer- 
schiedene Traktate: im osterreicliischen Gebiete italienische tfber- 
setzungen deutscher Btlcher (von Mocnik, Vega, lAttrow, Schulz v. Strafi- 
nicJci), in Piemont Glairaut, Legendre usw., im SQden die neapolitanische 
Schulo; speziell die Btlcher yon Nicolaus Tegoli, in Modena Flauti usw. 
Alie diese BUcher wichen, wenn man yon Flauti absieht, mehr oder 
weniger yon der Strenge euklidischer Methode ab. Das Konigreich 
Italien schrieb daher, sobald es definitiv konstituiert war, EuMid und 
seine Methode den Mittelschulen yor und yerankfite die Arbeit yon 
Betti und Brioschi 1868, die zu jener Zeit mit BellavitiSy Cremona und 
Beltrami die ersten italienischen Mathematiker waren. Aber haupt- 
sachlich durch Cremona und seine Geometria projettiya yon 1873 
(daneben ist auch Giorgini zu nennen) gewann die projektiye Geometrie 
die Universitaten und damit die Schulen, und wie Uberall dringt die 
moderne Geometrie in die Lehrbficher. Be Paolis und Veronese for- 
dem, begrdnden und bewahren eine fondamentale Anderung der Lehr- 
methode, yon ersterem geht auch die „Fa8ion'^ (s. Methodik) aus und 
hier haben wir die dritte Period e. 

In Veronese's Werk von 1897 und in Ingrami's von 1900 erreicht 
diese Periode ihren Hohepunkt, in der die euklidische Strenge auf die 
moderne Auffassung der Geometrie als einen Zweig der Naturwissen- 
schaft angewandt wurde. Das logische Element, bei Veronese fast schon 
iibertrieben, ist gemildert bei Enriques. Eine Erorterung von Fragen 
der Elementargeometrie findet sich in^ dem noch ofb rdhmend zu er- 
wahnenden Buche: Ques tioni rigparda nti la geometria elementare, 
Bologna 1900, zu dem sich untei* Leitung von F, Enri^^ues. eine An- 
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zahl heryorragender Mathematiker vereinten^ eine deutsche Ausgabe isfc 
in Vorbereitung. 

Titel der ersten Periode: 

Vincenzio FlaiUi. 

F. Cardenali, Appendice ai elementi di algebra e geometria del eignore 
Bossut, Bologna 1809. 

Nicolo Tegoli, Napoli. 

E. Giamhoni, Gorso etc. 6 Bande. Torino, 4. Aufl. 1829, 3. Aufl. von 
De Boux ins FranzdsiBche ubersetzt. 

L. Mascheroni, Problemi della geometria colle dimoBtrationi di C. Sacchi 
1832. 

Alessandro Casano, Elementi di geometria, Palermo 1835. 

Urbano Lampredi, Tentamen di una nuova teoria delle linee perpendicular!, 
oblique e parallele, ediz. IT, Napoli 1836. 

Be CalandreUi, Algebra, geometria plana e solida a trigonometria 1837. 

Fortuno Padula, Raccolta di problemi della geometria risoluti con analisi 
algebreica, Napoli 1838, 2. ed. id. Bicerche di analisi etc. Padula hat auch zu 
Unterrichtefragen Stellung genommen. 

Sehastiano VasMi, Geometria (fur Kriegsakademien) 2. Aufl. Torino 1840. 

Zocchi, Elementi di geometria pura con note di A. M. Legendre, Napoli 
1841. 

Gior. Codazzi, Geometria descrittiva, Torino 1842. 

C. Bocco, Catechismo di matematiche pure etc. Napoli 1842. 

F. de Corridi, Sezione geometrica 2. ediz. Firenze 1843. 
C. Saveni, Geometria descrittiva, 2. Aufl. 1845. Roma. 

Ant Bobiati, Trattato di geometria descrittiva, Milano 1845, ausfuhrliches 
Werk mit 150 Tafeln. 

Paolo Burzo, Nozioni teoretiche e pratiche de lungametria e planimetria, 
Torino 1845. 

Cavaliere Ferd. de Luca, Nuovo sistema di studio geometrico analitico. De- 
dotto dello svolgimento successivo di una sola equazione {c =^ a cos B -\- b cos^i; 
alle S&tze aus Legendre YIl, alle Formeln beider Trigonometrien), Napoli 1847. 

G. B. Marsano, Memoria sui triangli simili, Geneva 1846. 
C. Bravi, Filosofia di matematica, Milano 1854. 

F. Brioschi, Ricerche di analisi applicata alia geometria, Roma 1853, Intomo 
ad alcun. teor. di geom. 1863. 

€k>nte Qiust. Sellavitis, Lezioni di geometria descrittiva, Padova 1852, 
1863; ibi id. Cenni ideologic! sulla matematica pura 1861; Elementi di geometria 
1862 (Aquipollenz). 

G, B. Marsano, Considerazioni sul triangolo rettilineo Geneva 1868. 



Zweite Periode. 

E. BeUi e Fr, Briottchi, Gli element! d'Euclide con note, aggiunte e 
esercizii etc. Firenze 1866 (Le Monnier) fortw&hrend neu aufgelegt, zuletzt 1899. 

A. Sawnia e cPOvidio, Elementi della geometria, Napoli 1869, 2. ediz. 
1871, sehr ausfiihrliches Referat von HoOel, Nouvelles annales 1871, p. 289, 9. ediz. 
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Napoli 1896. Die aufeinander folgenden Ausgaben von Sannia e d*Ovidio und 
von Faifofer zeigen am dentlichsten die Fortschritte der Elementaigeometrie. 

G, BeUavitis: Applicazione della geometria descrittiva 1869. 

D. BesBO (Grtlnder des ,,PeHodico^* 1886) Littrow'a Geometria popnlaie. 

G, Peri, Elementi di geometria descrittiva 1869. 

Mazzola, Elementi di geometria (ftir technische [Real-] Schuien) 1869. 

JE» JBeliratni, Saggio d'interpretazione della geometria Non-Euclidea. Giom. 
di Mat. 6 (1868) (vgl. nicht-euklidische Geometrie). 

Clairaut, Elements de g^om^trie, italienisch 1870, dito 1879. 

A. Massimino, Sugli elementi di geometria d*Euclide {Lohatschefskif) 1870. 

V. Sdbato, Elementi di geometria 1870; id. Problemi geometricie, Lecce 1869. 

L. Vittore, Elementi di geometria, Torino 1870, 2. Aufl. 1878. 

P. Cassani, Geometria rigorosa Venezia 1872. 

L. Cremona, Elementi di geometria projettiva Torino 1878; id. hat 1866 
B. BaUzer's Elemente ins Italienische flbersetzt. 

V. VerceUi, Elementi di geometria (der Kambly Italiens) 6. Aufl. 1870; 

7. Anfl. 1872; 10. Aufl. 1876; 13. Anfl. 1879. 

A. Bcichelet, Note di geometria elementare, Torino 1876; 6. Aufl. 1876. 

G. A. Boidi, Manuale di disegno geometrico lineare; 9. Aufl. Torino 1876; 
10. Aufl. 1876; 36. Aufl. 1898. Boidi hat viele Schriften, und alle erfolgreich, 
fiber geometrisches und anderes Zeichnen verfafit und ist Autozit&t auf diesem 
Gebiete. 

P. Fukheris, Trattato elementare di geometria piana, Torino 1876; 2. Aufl. 
1878 fdr Realschulen, 17. Aufl. 1899. 

Aur. Faifofer, Elementi di geometria, Venezia 1878; Die BCLcher von 
Faifofer fClr Realschulen, G^jmnasien (Lyzeen) haben sehr viele Auflagen, seine 
Geometria intuitiva (ftir technische und normale Schuien) hat 1899 die 31. Aufl.; 
seine ebene Trigonometric 1899 die 11. Aufl. 

F. Sdbato, Le congruenze 1878. 

D. Besso, Elementi di trigonometria piana Torino 1880. 

E. BeHini e 0. TagnoU, Euclide V und VII Torino 1880, IV, V und VI 1884 
(V von Bertini). 

A, D» Zolt, Principii della uguaglianza di poligoni etc. 1881 Milano, 46 p.; 
di poliedri e di poligoni sferici 1883, b. If^U. 

8, Pincherle, Geometria pura elementare 1881 (kurzer Leitfaden), 4. Aufl. 
1896, Sammlung Hoepli (billig und praktisch); Geometria metrica e trigonometria, 
4. Aufl. 1896. 

F. Aschieri, Geometria projettiva e descrittiva 1888; 2. Aufl. 1892; Lezioni 
di geometria descrittiva 1896. 

G. B. AntoneUi el Lazzeri, Geometria intuitiva Firenze 1888. 

DriUe Periode. 

M, de Paolis, Elementi di geometria, Torino 1884; epochemachendes Buch, 
Axiome, Fusion, fOx Lehrer bestimmt; id. Sui fondamenti della geometria pro- 
jettiva, Roma 1887. 

G. Beano, Torino 1889. I principii di geometria logicamente esposti. 

Niood. Betnporad, Euclide (libri I— VI messi sott altera forma), 2. Aufl. 1886; 

8. Aufl. 1891. 
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E. d'Omdio, Eudide I e II 1889; Enclide I accommodato per i ginnad. 

G. M. TesH, Cono di mat. spec, per gli istituti tecnici, Torino 1890, 2. Anfl. 
(610 esercizii) 1897 ; 3. Anfl. 1899. 

B. Bettazzi, Teoria delle grandezze, 1890 Pisa; La risoluzione dei probl. 
numerici e geometrici, Torino 1893. 

F. Oriudice, Trigonometria rettilinea, Torino 1889; Geometria piana, Brescia 
1890, solida 1891 Geam, picma 1897, Palermo, eigenartige Behandlung der 
Fl&ohenvergleichung. 

G. Lazzeri e A, Bcissani, Elementi di geometria Livomo 1891, die Gedanken 
de FaoW fOr die Schnle frnchtbar machend; 2. Aufl. 1898. 

, G. Bihoni, Elementi di geom. (mit gegen 6000 Aufgaben) 1892. 

J. CamelotH, Geometria pura elementare esplicata per duality (Fusion) Torino 
1893—1899. 

0. Fiiciola, Elem. di geom. le propriety dei triangoli e paralleli sulla in- 
dependenza di loro posttiUUo, Messina 1894. 

G, Seoto, La misorazione delle grandezze grafiche Livomo 1895. 

S. Pincherle, Esercizi di geometria element. Milano 1897. 

G. Veronese e P. Gazzaniga, Elem. di geom., autogr. Padova 1895; im An- 
schlnfi an die „FondamenW Veronese's von 1891, deatsch von 1894 von Schepp 
(s. Methode). 

Veronese, JSHem. di, geom, 1897, Padova, Dmck des vorigen, mit Bei- 
hilfe von P. Gazzaniga (s. Methode). 

MUh, Gremigni, Gli elementi d'Euclide, Roma 1897; B. I, Firenze 1899. 

F. Enriques, Lezioni di geom. projettiva, Bologna 1898 (f&r Lehrer.) Deatsch 
von H. Fleischer, Leipz. 1908, verbessert von E. selbst nnd Fleischer. 

O. Ingranu, Elem. di geom. per le scnole secondarie superiori, Bologna 
1899, auf gleicher H5he wie Veronese^ schon vieles von HilberV% Grundlagen ent- 
haltend. 

E. Bctgnoli, Geom. rettilinea e cnrvilinea trattata con metodo preeuelidico etc., 
Boma 1900 (SLhnlich wie JSubner, die Bechnnng als die ursprdngliche Mathematik 
betrachtet). 

Enriquss ed AnuUdi, Element, di Geom. 1903, ein filr Mittelschulen 
anfierordentlich brauchbares Buch, dessen Vbersetzung sehr ntltzlich wSje; vgl. 
auch das Referat von VaUati im Ballet, di bibliogr. 1904. 



ttbrige Lander. 

Zeit- und Baummangel zwingt mich; die iibrigen Lander sum- 
marisch zu behandeln und die AusfuUung der Ldcken der Eor- 
respondenz im Archiy der Math. u. Phys. zu iiberlassen. 

Li Spanien erlebte die Mathematik ihre Bldte im Mittelalter auf 
den arabischen Uniyersitaten und bei den spanischen Juden Ibrahim Ibn 
Esra, Gerson ben Levy etc. Dann sank der Eulturzustand des Lan- 
des. Im 18. Jahrhundert war die hohere Schule ganz in den Handen 
der Geistlichkeit^ besonders der Jesuiten; iateinische Euklid-Ausgaben 
und die spanische der 8 geometrischen BQcher yon Jac. Kresa, Briissd 
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1689 waren im Oebrauch und vorher Jos, Zaragoza, Eucl. singulari 
methodo illustr. (spauiscli)^ Yalentia 1673. 

Die erste Nummer des Enseignement LaisanCs vom 15. Jan. 1899 
enthalt von der berafensten Hand, von Z. G, de Galdeano (Sa/ragossa), 
einen Bericht iiber das Anfbliihen der Mathematik in Spanien^ etwa 
Yon 1865 an. Galdeano hat fiir Spanien etwa die Bedeutung, die 
Teixeira fQr Portngal hat. Deninach war die erste Halfbe des 19. Jahr- 
hunderts im wesentlichen yon tfbersetzungen aus dem Franzosischen 
beherrscht^ Legendre, IjwroiXj Vincent, Lefebure de Fourcy etc., aber 
auch die Geom^trie descriptive yon Monge wurde spanisch. 

Die ersten selbstandigen LehrbQcher sind wohl die yon Juan 
Cortaza/r (Madrid). 

Um 1865, also zeitlich ungefahr znsammentreffend mit Hamilton, 
Bdlavitis, Grafimann, Mobius, gab Bey y Heredia (y ist = und, der 
zweite Name, wie in der Schweiz und Sttddeutschland, der Familien- 
name der Fran) eine geometrische Interpretation der imaginaren Zahlen, 
also Richtung und Lange zusammenfassend. Beeinflufit ist das Werk 
von Kant und Wronski, 

Unter dem EinfluB von Bey steht die Geometria elemental von 
Luciano Navarro. Der grofie spanische Dichter, der Yerfasser des 
Gran Galeotto, Jose Echega/ray, fiihrt dann in seiner Introduction a la 
geometria superior die Lehrerwelt in die projektive Geometric nach 
Chades ein und Galdeano selbst gab eine Geometria elemental, die schon 
die Porismen EuJdid\ die Lemmata Pappus\ und einen groBen Teil 
des Materials von Bouche et Comberousse verarbeitet und die 1888 sehr 
erheblich in der Richtung der modernen Geometric erweitert wurde. 

Juan JtLSt. Garcia, Elementos de aritm^tica, algebra j geometria, 5. Aufl. 
Madrid 1821. 

V. Bomagnolo, Manuale de geometria, Torix>na 1823. 

J. M. VaU^o, Compend. de matem&t. puras j mistas, 4. Aufl. coireg. e 
aument. con cnantos descubrimientoB etc. Madrid 1841. id. Tratado elem. de mate- 
m&ticas escrito de orden. de S. M. para uso de Iob caballeros semin. del seminar. 
de nobles de Madrid y demas casas de educaci6n del reino I 1, 2 geomet. trigon. 
plana j geom. pratica, Madrid 1823; II 1 Trigon. esferica, aplic. de la algeb. a 
la geomet., secciones conicas etc. Madrid 1817 (m. Aufl. 1841). 

M. Salavera, Complemento elemental de gemetria j trigonometria rectilinea 
Tarragona 1892. 

J. Nunez de Arenas, Catecism. de algeb. elem. 1848. 

Baldom. Person, Observ. sobre la enaehanza de la geom. comb, con el dilvjo 
lineal; Madrid 1845. 

Jtian Cortdza/r, Trat. d. Geom. elem. Madrid 5. Aufl. 1850, 13. Aufl. 1866. 

Z. Q. de QaldeanOf Estudios criticos sobra la generaci6n de los con- 
ceptoB mat. 27. La evoluci6n de la geom. Euclid, hasta los tempos modemos, 
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Madrid 1870; a. a. Methodik; 1882, 1. Anfl. der Geamet. eiem., 1884, 1888 
(^Fusion^*, aber nicht Y5llig doichgefuhrt). id, 1892 Tear., prohl, y metodos geom, 

Yiel geriugeren wiBsenschaftlichen Wert hat nach Loria (Delia 

varia fortuna di Euclide) die portngiesische Elementarmathematik von: 

J, A. Serrasqueiro, Tratado de geom. elem. 7. Aufl. Colmbra 1899. 
lAtdano Navarro, Geom. elem. 1874, Salamanca. 
A. B, de Prada, ElementoB de matem. 2. Aafl. Madrid 1896. 
A, Moya, Elements de matem. 4. Aufl. Madrid 1898. 

Portugal. 

M. Guimaraes zahlt in seinem Buche ^es mathematiques en Por- 
tugal au XIX® sifecle. Aper^u historique et bibliographique". Coimbre 
1900 folgende Lehrbtlcher der Elementargeometrie auf: 

J. M. Ahreu, Supplement k la traduction de la g^om^trie d'Euclide de 
Mr. Peyraud, et a la g^om^trie de Mr. Legendre, suivi d^un essai sur la yraie 
th^orie dee parallMes, 1809. 

J. Felix Pereira, Elementos de geometria. Lisboa 1854. 
B. B. de Souza Pinto q F. de Castro Freire. Geometria elementar theorica e 
pratica. Coimbra 1856. 

/. Jf. Couceiro da Costa, Tratado de geometria elementar. Lisboa, 1868. 

F. ViHela Barhoza, Elementos de geometria. Lisboa 1870 (plusieurs Editions). 

J. M. Couceiro da Costa, Applica9£o da geometria elementar. Lisboa 1870. 

Zeferino Candido, Elementos de geometria. Coimbra 1877. 

A. A. da Pina Vidal e C. A. Moraes d' Almeida, Elem. de geom. plana, 
Elementos de geometria no eBpa9do. Lisboa (plusieurs Editions). 

A. A. da Pina Vidal e C. A. Moraes d* Almeida, Appendice aos elementos 
de geometria. Lisboa 1881. 

/. Jk Serrasqueiro, Tratado de geometria elementar. Coimbra (plusieurs 
Editions). 

J. A. Bonifacio, Geometria elementar plana e no espa90. Porto 1882. 

J. F. d'Avillez, Questdes de mathematica. Lisboa 1889. 

C. Gomes ViUas-Boas, Elementos de geometria, trigonometria rectlinea e 
spherica. Lisboa 1824. 

C. Gomes ViUas-Boas, Geometria e mecanica applicadas 4s artes, ou tratado 
elementar d^estas sciencias (extrahido do curso normal do barao Charles Dupin). 
Lisboa 1837. 

Ffir Bdffien ist im wesentlichen die franzosische Sprache nnd 

Literatur maBgebend^ Catalan ist dort schon aufgefiihrt; Neuberg und 

Momsion, soviel sie auch zur Entwicklung des Sekundaninterrichts 

besonders durch die Mathesis seit 1880 beigetragen^ haben leider kein 

Lehrbuch der Elementargeometrie geschrieben. Zu nennen sind vor 

allem: 

P. Brasseur, Ot4om. 6\4m. plane, 1. Aufl. 1885, 6. Aufl. 1899 und 
A. Camhier (Liispecteur g^n^ral honoraire de Tenseignement moyen), der 
Blanchet in der Bearbeitung des Euklid abgelOst hat. Jnteressant ist, wie auch 
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in Belgien die Anwendnng und die BiLcksicht anf die Praxis in den Mittelschulen 
znnimmt. Die 8. Aufl. des mit Anwendungen nnd Andeningen edierten Legendre 
▼on 1880 hat mehr als 800, die 6. Aufl. von 1899 scbon mehr als 1000 Aofgaben. 
Cambier's eigene Giom. iUm. k Tusage des ^coles moyennes avec nn traits d^arpen- 
tage (Feldmessnng) 1880, 1887 id. avec de nombreuses applications, 1900 avec de 
nombreuses applicat. At nn traits d*arpentage et de niveUement. (BmxelleB.) 

Ich nenn^^noch: 

De Wdsteels 1899, der sicb im Bonrget nnd der Maihesis ale tflcbtiger 
Elementarmatbematiker erwies: Grondbeginselen en beschrgvende Meetkunde (Gent) 
nnd Cambier, Le9on de trigonomStrie rectiligne et Bph^riqne, 2. Aufl. 1870. 

Ed. Linglin, G^om. plane 1880. 

Aug, Paulain 1876 nnd 

H. Vuiberi (Jonmal de Y!), Questions de math^matiques ^l^m., Bruzellee 
1879. 

FUr industrielle Schulen ist ein ^^Coars^' yon Henri Poshda (auto- 
graphiert) zu nennen nnd fUr Frobe^sche Eindergartneriimen: Marechal, 
Lef. BUT lea formes g^om^tr. 

In Danemark scheint mit lAndrup 1803 (die ersten YI Biicher) 
EuMid schon yerlassen zu sein, fdr die YYende des Jahrhunderts ist 
Bugge, Thorn, zu nennen, dann 

H. 0. Bjom, Laereb. i Geometri, Odense, 3. Aufl. 1884, 4. Anfl. 1864. 

C. Basmus, Elementar geometri 1860. 

/. Oppermann, Elementar plangeometri 1834 nnd vor allem bis etwa 1880. 
C. E, Mundt, Elemente, 3. Anfl. 1868, 10. Anfl. 1879; 1869 auch scbwedisch 
von /. E. Bergroih bearbeitet; seit 1880 herrscht: 

Julius Petersen, der anch der dentschen Literatur angebOrt; seine Plan- 
geometrie batte 1902 die 2. Anfl., die Stereometrie die 4. Aufl., die Geometrie die 
6. Anfl., Metboden nnd J^beorien die 4. Anfl., die Trigonometrie die 6. Aufl. 

Fiir Aufgaben noch Bttchwald og Sternberg, Plangeometriske Konstruktioner 
I, 4. Aufl. 1892; 11, 8. Anfl. Dann fOr zeicbnende Geometrie 

Hetsch og Ursin, Geometriscke Tegnelaere, 6. Aufl. 1882; {Ursin bat 1828 
for Handwerker nnd Elinstler eine Geometrie verfaflt nnd 1828 mit Hetsch fur 
Kunst- und Handwerksscbiiler) und fur deskriptive und projektive Geometrie: 

C. Seidelin, Descr. Geom. 1873, Element. Laere i Project. 1871. 

Schweden hat, soweit ich es beurteilen konnte, am treuesten am 
EuMid festgehalten. Die acht geometrischen Bucher sind in der Be- 
arbeitung von 

Marten Stramer, De sex f5rsta jemte e elfbe ocb tolfte bOckema af Euclidis 
elementa eller gmndeliga inledning till geometrien „f{ir die Jugend^^ noch 1846 
abgedruckt, dann ist diese von P. V. Bergstrand ediert seit 1841; 13. Aufl. 
1874; 14. Aufl. 1879. Ferner die acht geometrischen Biicber von: 

H. A. Vitt & M. E. Areskong, elementa geometriae med., Malm5 , 1. Aufl. 
I860; 2. Aufl. 1866. 

H. FaJk, Stockbolm 1836. 

Simon, Elcmentargeometrie. 4 
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C. A, Weststdm, L9jrobok i geometrie, omfatande de sex fbrata bl^kema i 
Euclider, Stockholm 1867 und 1871, 2 Tie. (die sechs ersten Bacher) 1861 und 1871. 
Sehr h&ufig imrde das schwierige V. Bach bearbeitet. 

P. R. Brakenf^elm, Proportionl&ran efter Euclid, Stockholm 1862. 

P. N. Ekmann, Proportionsl&ra med f5rkl. (Erkl&nuigexi). 6. uppl. 1875 
(1. Aufl. 1840). V. Buch, 1. Aufl. 1876. Stockholm. 

F. W. EuUman, 1873, 2. Anfl. 1876. Stockholm. 

r. Nyberg, 2. Anfl. Norrk. 1874. 

DiUner, V. und VL Buch etc. 

Aber ancli Legendre drang nacb Schweden, ^bersetzung Ton E, 
HarfvefeM 1833 und spater von 

Neovius, 1. Anfl. 1867; 2. Aufl. 1876. 

Als Yerfasser selbstandiger LehrbtLcher der Elementargeometrie 
fiihre ich an: 

P. E. Cronhjelm, Elementema af arithmetiken och planimetrien, 1 nppl. 
Stockholm 1829, 2 nppl. Kristianstad 1834, 3 nppl. (JSXljander) 1844, 4 uppl. 
Salvesborg 1862, (6. Anfl. Ton C. G, W. EjoH) 1859. 7. uppl. Eristianfltadt 1873 
von 0. C. Sylvan. 

P. N. Ekmann, Element, af plana Trigonometrien. 1. Anfl. 1841; 3. Anfl. 
Stockholm 1860; fullsi&nding l&robok i Elementargeometrien, Stockholm 1852; 
o fringar i linearteckning pS. frihand, 1. Anfl. 1847; 8. Anfl. 1863. Stockholm. 

(7. J. L. Almquist, LSxobok i Geometrien mit deskriptiver Geometrie 1842. 
1. Anfl. 1833; 4. Anfl. 1863 (Norrkdpnig.) 

0. C. Sylvan, Elementema i geometri (I. Planimetri.) Kristianstad 1866. 

H, Fakk, Praddk LUrobok i Geom. och Trigon. (Upsala 1831.) 

Ernst Bonadarff (finnisch, dann schwedisch nbersetzt) Elementema i G^m. 
1884, 1886. Derselbe: Sammlnng geometrischer Probleme 1877. 

Bedeutenden Erfolg hat anch das Larob. i Geom. von 

P. A. Si^estrdm, L&rsbok i geometrien till folkokoloxnas, Stockholm, 6. Aufl. 
1888. 

J. W. HuUtnan, Sanmilnng von Examensanfgaben von 1864 — 79 ; nach seinem 
Tode von J. E. Cederblom Stockholm 1880 pnbliziert. 

C. L. A. Kuntze, 1872, Geometrische Anfgaben znm Zeitvertreib etc. 

B, A. Nyberg, Om Behandl. af geom. Sffhingscypgifter, Borgft 1880. 

A. J. S. Lagerheim, Stockholm 1881, Satser nr plangeom. 

A, LomboU, mat. Opgaver. 6. Aufl. 1895. 

Ad. Marktnan, L9jx)b. i beskrifvande geom. Malm5 1880. 

Ich nenne noch Jochnick (Anfgaben), SoderNom, Wiemer. Eine 
modeme Wendnng findet mit La/urin (projekt. Geometrie) statt, nach* 
dem die Regierung E. Lundberg anf eine Studienreise nach dem Kon- 
tinent gesandt hatte, wo ich Gelegenheit fand, ihn kennen zn lernen. 

P. G. Laurin, Lftrobok i Geom. 1. Anfl. Lund 1890; 2. Anfl. 1894. 

Au8 Norwegen, dem Lande AheTa nnd Sophfis Lie^B, f&hre ich 
nur an: 
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Broch (Ole^ Jakob), Den deskxiptive Geometries Elementen, Christiania 
1847; 2. Aufl. 1861; Plangeom. 1866, 8. Aufl. 1868; Trigonom. 1861, 2. Aufl. 1864. 
Broch ist doich mehrere Arbeiten im CreUe (Ellipse ans ein Paar konjugierten Durch- 
messem), sowie in Dove^s Repertorium auch in Dentschland bekannt und war von 
1879 bis 1889 „chef dn bureau international des poids et mesures*^ in Sevres. 

B. Holmboe, AheVs Lehrer und vdterlicher Fre%vnd, LSorob. i Mathem. 2 Teile, 
Geometrie Eristiania 1827, 8. und 4. Aufl. von J. Odhnl^bl^ 67; Stereometrie 
1863; von 0. A. Bjerktiea 1869. 

Ich nenne noch C. M. Giddberg als Yerfasser erfolgreicher Lehr- 
biiclier, insbeBondere fOr Stereometrie. 

Ans HoUand nenne ich zwei Elementarmathematiker ersten Ranges: 

/. H. van Smnden und /. de Gelder, beide aus dem Anfange des Jahr- 
hunderts. Die letaste Euklid-Ausgabe ist die 6. Aufl. von Steenstra von 1826. 

J. H. van Smnden^ Theor. geom. accedunt probl. geom. libri quinque, Amster- 
dam 1781. Grondbeginselen der Meetkunde 1790, schon 1797 von C. Gaeb deutscb 
(Jena), ygl. Jacobi 1884, 2. verbesserte en vel verm. Oplage (/. Oomkens) 1838. 
Traits de g^om. th^r. e prat. 1806 etc. Analyse: Correspondance Quetelet I — II; 
▼on Verdam. 

J', de €Mder, Beginsels der Meetkunde. Amsterdam 1810, 2. Aufl. 1817, 
Handleiding tot te bcschouvende en werkdadige Meetkunst. Amsterdam 1806, 
neue Auflagen der Beginsels 1860, 1862, auch deutsch HberseUt. 

B. Lobatto, Leerboek der regtlijnigen en spher. driehoekmeeting 1848. 

(7. /. Kapteyn, Oefeningen etc. 1868 (Milit&rakademien). 

W. Schwertzel, Jets ov. het bepalen van den cirkel door punten, raaklijnen 
en rakende cirkels 1868. (Taktionsproblem.) 

Buys BaUot, Begins, en gronden der Meetkunde, 1. Aufl. Utrecht 1862 (2. Aufl. 
Trigonometrie 1866), 8. Aufl. 1860. 

Sebr verbreitet ist J'. Ver slays. Begins, der nieuwere Meetk. Gron 1868, 71, 
79, 90, 99; Handboek der Meetk. 1892, 1897 etc. Beknoptes etc. (kurz gefafltes 
Lehrbuch der Stereometrie) 1899. 

G. A. Vorsterman van Oyen (Verfasser von ,,100 Schulmeister 99 Gecken'% 
Handboek voor de theorie en praktiijk der Meetk. Schoonh. 1878 — 77. 

B. L, Vries, Goniometrie und Trigonometrie 1876, ofb aufgelegt. 

Jan de Vries und W. H. L. Janssen v. Raay, Leerboek der vlakke meetk 
1898. 

Bierens de Haan, Overzicht der goniometrie en der vlakke Driehoeksme- 
ting^ Leiden 1869. 

J. van Loghem, 1000 Oefeningen (t^bungen) v. Driehoeksm. en lichaams 
(kdrperliche) Meeting Sneek. 1874. 

P. Mcienbroek, Leerboek der Meetk. Leiden 1896. 

Aafierdem sind entsprechend der geographischen Lage sowohl die 

franzosischen Lehrbttcher (Legendre, LacroiXy Compagnon etc.) als die 

deutschen (SchidmUch, Adam's Transversalen, KappCy Wiegdnd etc.) ins 
HoUandische iibersetzt. 
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Ungam. 

Wolfgang Sdyai, Tentamen javentntem Btadiosam in elementa ]nathe-> 
aeoB etc. introducendi; der 3. Appendix ist der Appendix scientiam spatii absolute 
veram exhibens etc. yon Jbhann Solyai; eine neue Anflage des Tentamen ist 
im Anftrage der ungarischen Akademie eister Band von JuUits Kdnig und Maritz 
Bethy 1897, zweiter nnd dritter Band von J. KUrschdk, M. Re'thy, Bola Tdtdssy 
de Zepethnek 1904 in pr&chtiger Ausstattung herausgegeben. 



Polen nnd RnBland, Slaven. 

Polen: Ceecha, Euklid 1817. Legendre und Lacraix (Dabrowskiego Warschau 
1821) werden fruh iibersetzt. 

Wronski (s. Methode). 

G. H. NiewenglotDski (Paris 1856), Ein polnisches Lehrbuch 'der Elementar- 
geometrie; nach der Inhaltsangabe von Terquem 1856, Nouvelles annalesp. 14 
ein gutes Buch. Aus neuerer Zeit: 

TT. Hertz 1883 und besonders die Lehrbvlcber von 

S. Bickstein (Warschau.) 2. Aufl. 1883. 

/. Badowaki, Elementargeometrie, Warschau 1894 yon Bickstein gelobt. 

BulgiMrisch: A. Soureck Filipopel 1888 von Stiidnicka gelobt. 

Bohmisch: A. Stmad, Lehrbuch der Geometrie fiir Obergymnasien; Prag 
1898, von Studnicka sehr gelobt; 

und die Btlcher von Noca. 

Bufiland: Suvoroff, Euklid Ausgabe 1789 nach dem griechischen Text und 

Wci8cht6chenko-Zakhart8ckefiko 1880 mit Bibliographie von 1481 — 1879. Die 
verbreitetsten Lehrbdcher sind (nach Loria I. c.) die von 

Bavidoff, 6. Aufl. Moskau 1898 und als Erg&nzung die von Waschtsdienko. 
Schon 1836 wurde von 

Perevontschikoff im Auftrag der Yerwaltung ein Lehrbuch der Elementar- 
geometrie verfaOt. 

P. A. NekrassoWf Allgemeine Methoden der AuflOsung geometrischer Eon- 
struktionen, 2. Aufl. 1896. 

/. A. Alexandroff (nach der 6. Aufl. von B. Aitoff 1898 ins Franzdsische flber- 
setzt, 1903 deutsch bei Tetibner)\ ein Werk &hnlich wie Petersen's Methoden und 
Theorien. 

Griechenland yertanschte in der Mitte des Jahrhnnderts die Stoicheia 
des grofien EuJdid gegen Lakon's, mir liegt eine Ausgabe von 1870 
vor, die stark vom Euklid abweicht. Im Jahre 1884 (Loria 1. c.) schrieb 
die Regierung einen Wettbewerb aus, in dem der bekannte Mathema- 
tiker Haeeiddkis Sieger blieb. Wer in dem neuen Kampf um einen 
voUstandigen Abrifi der Elementarmathematik Sieger geworden^ weiS 
ich nicht. 
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11. Spezielles. 
A. Farallelentheorie. 

5. Beweis des ParalleleiiAzioms. Aus ProMos wissen wir, dafi 
die Parallelentheorie EuJdid^s von Anfang an Widerspmcli gefunden 
and Yerbesserangsversnche; z. B. von Ptolemdos und Geminus erfahren 
hat. Biccardi zahlt in den Memorie di Bologna, Serie V, Bd.l, 1890 
auf 20 Quartseiten Monographien tlber die ,,5. Fordening'' (11. Axiom) 
des Euklid auf Yon Cakddi 1603 bis Tannery 1887. Aber noch aus 
1891 sind uns drei neue Yersuche bekannt, die Parallelentheorie des 
Euklid mit Ausschlufi der 5. Forderung zu beweisen, ein Jahrhundert, 
nachdem Gaufi die nichteuklidische Geometrie begrilndet hat. Vergl. 
hierzu Bonola, Index operum ad geometriam absolutam spectantium, 
Literatur von 1839 bis 1902. Vielleicht liberzeugt die Versinnlichung 
der nicht-euklidischen Geometrie durch die Geometrie des Eugel- 
gebtisches yon WeUstein (2. Band der Enzyklopadie der Elementarmathe- 
matik von Weber und WeUstein) bezw. F. Klein die Gymnasiallehrer 
von der Widerspruchslosigkeit der nicht-euklidischen Geometrie und 
damit von der Unmoglichkeit, die Parallelentheorie ohne eigenes 
Axiom zu begrfinden. 

Bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts sind es ganz besonders die 
Jesuiten, die sich mit den Grundlagen der Geometrie erfolgreich be* 
schaftigt haben, und auch auf ihren Lehranstalten gerade dieser Seite 
der Elementargeometrie grofie Beachtung schenkten, ich nenne nur: 
Clavius, Pettetarius, Ceva, Grimberger, Saccheri, Bohano, 

Um die Wende des Jahrhunderts bringt dann Legendre, „der 
zweite Euldidesf\ durch seine Elements von 1794 die Parallelenfrage in 
Flufi, ob er nun durch den Gegensatz zu den Jesuiten, oder durch 
d'AlemherVs Melanges angeregt ist, bleibe dahingestellt. In den ver- 
schiedenen Ausgaben, besonders in der dritten von 1800 und der 
zwolffcen von 1823, die er wohl als sein letztes Wort ansah, behandelte 
er die Parallelentheorie immer aufs neue, und fiber ein Menschenalter 
hat er an der Parallelentheorie gearbeitet. Auffallend ist, daB er mit 
dem Begriff des mathematischen Unendlichen so wenig vertraut ist, daB 
er trotz der vorzdglichen Eritik Stem's (s. u.) die Schwache seiner 
Beweise nicht anerkennt, sondem die Abanderungen nur als Yerein- 
fachungen gibt; daB er die Schwache aber vielleicht doch gefQhlt, 
kann daraus vermutet werden, daB er in der 9. bis 11. Aufl. im wesent- 



} 
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lichen zu EuJclid zurttckgekehrt ist Es iat Legendre^s bleibendes Ver- 
dieDst^ das er allerdings mit Sacckeri iind Lambert teilt, den Znsammen- 
liang der Parallelentheorie mit der Winkelsomme des Dreiecks der 
Menge der Matbematiker ins Bewnfitsein gebracbt zu baben. Freilicb 
stebt das scbon klar und deutlicb bei ProMos; aber der war damals 
so rar^ daB CoMiUon nocb 1792 (Berliner Memoiren) sich kein Exem- 
plar yerschaffen konnte. 

Legendre gibt dber seine Arbeiten Recbenschaft in den nocb beute 
bochst lesenswerten ^Reflexions" (Memoires de Tlnstitut T. XII, 1833, 
p. 367). Er beginnt mit dem Satze der 3. Aufl. 1800, Note 2: Die 
Snmme der Winkel eines geradlinigen Dreiecks kann nicht groSer 
werden als zwei Recbte. Der Beweis ist von LdbcUschefskij in den 
geometrischen Untersncbongen wesentlicb yereinfacbt; Legendre (and 
LobatschefsMj) setzen dabei stillscbweigend die Unendlicbkeit der Ge- 
raden und das Archimedische Axiom voraus. Oanz besonders ein- 
leucbtend erscheint der Beweis der 12. Aufl. Er beweist, daB obne 
Anderung der Summe der Dreieckswinkel zwei Winkel zn berab- 
gedrdckt werden konnen, um daraus zu scblieBen, es milsse der dritte 
Winkel gleicb zwei Recbten sein. Da Legendre sicber die Gergonnesdien 
Annalen las, so ist nur anzunebmen, daB er die Eritik Stein's {Ger- 
gonne^B Ann. XYI) nicbt yerstanden bat. Stein weist auf das ein- 
facbste nacb, daB, wenn ein Winkel fortgesetzt balbiert wird, jeder 
beliebige Punkt auf dem yeranderUchen Scbenkel jeden beliebigen Ab- 
stand yom andem beibehalten kann. 

Zum SchluB gebt Legendre auf den Bertrandachen Beweis ein, 
wonacb ein Winkel, da er ein angebbares Yerbaltnis zur Ebene bat, 
nicbt in einem Streifen enthalten sein konne. {Bertrand, D^yeloppe- 
ment nouyeau de la partie fl^mentaire des matb. Gen^ye 1778, t. II. 
p. 19.) 

Die Irrttimer Bertran^By Legendre's, Gergonne'a, Servois' und so 
zablloser Matbematiker finden ibre Erklarung dadurcb, daB erst durcb 
Bernhard Bolzano' % Paradoxien des Unendlicben 1837 der Grenzbegriff 
,^unendlicb" seine Aufbellung fand. Wie langsam tibrigens die Auf- 
klarung gebt, kann man z. B. aus dem LubsewBcAiAXi „Beweis!'^ des 
EtMidsf^en Axioms (16. Aufl. p. 37, 1871) oder aus dem 2x>r&er^scben 
yon 1892 seben. Dagegen bat z. B. Stein scbon (Gergonne's Ann. XV 
und XVI) yoUkommen klaren Einblick, daB es auf den WerdeprozeB 
ankommt, und wenn er es aucb nicbt ausspricbt, er weifi es, daB die 
gewobnlicben Recbnungsregeln yersagen und insbesondere die Be- 
ziebungen Teil — Ganzes und GroBer — Kleiner auseinanderfallen. 

Die Arbeit Legendre'a ist eine wunderbare Miscbung yon Scharf* 
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Sinn and Naiyitat. Scharfsinn z. B. beim Beweis des Satzes fiber die 
obere Gf^renze der Winkelsumme Sy beim Beweis^ daS, wenn ein ein- 
ziges Dreieck existiert, in dem 5 » 2 Becbten, dann in jedem Dreieck 
iSi=»2 Becbten ist; Scbarfsinn^ wenn er bemerkt^ daB der Satz: die Winkel- 
summe ist kleiner als zwei Becbte, ein absolates Langenmafi Toraus- 
setzt, wie der entsprecbende sphariscbe den Kugelradius. Dieser Yer- 
gleicb findet sicb im Manuel Yon Terquem, 12. ^dit. Paris 1838, Note 1, 
aus der aucb folgt, daB der erwabnte Satz Legendre wie Terquem scbon 
1808 bekannt war, allerdings Sacaheri und in allgemeiner Form scbon 
erheblicb frttber, wabrend Lobatschefskij und Bolyai spater sind. Naiv 
ist die Yoraussetzung des Pythagoras und des ebenen Cosinussatz beim 
analjtiscben Beweis der 12. Edition. Trotz Legendre's t^erzeugung 
Yon der Strenge zweier seiner Beweise kebren die Bearbeiter Legendre's 
Elanchet 1845 und die Nacbfolger {Bcuche und Coniberousse) zur Euklid- 
scben Parallelentbeorie zurQck. 

Nacbst Legendre babe icb den Essai sur la tb^orie des parall^les 
▼on Gergonne (Servois) zu erwabnen {Gerg, III, p. 353; 1813), in dem 
sicb der oft wiederbolte Beweis findet, der die Flacbe des Dreiecks 
gegen die Halbebene 2D vemacblassigt (Eritik: M. Simon, Zu den 
Orundli^en etc. Programm StraBburg 1890) und der feblerbafte Orenz- 
begriff einer letzten Scbneidenden.*) 

Sebr yiele Anbanger bat der ThibaiUBdie Beweis gefunden (GhnindriB 
der reinen Matbematik zum Gebraucb bei akademiscben Yorlesungen 
2. Aufl. 1809). In der ersten Auflf^e yon 1801 feblt der Beweis, erst 
spater wurde ThiboMt durcb Legendre zu der ijiderung der Parallelen- 
tbeorie bewogen. 

Der ThiboMt^nSoLQ Beweis entbalt (implicite) das Axiom: Ricbtungs- 
anderung wird durcb Fortscbreiten in derselben Ricbtung nicbt beein- 
flufit; er hat seine yollig zutreffende Eritik in dem Programm yon 
Siegm, Gunther: „Der 2%t&a«i^scbe Beweis ftir das 11. Axiom bistoriscb 
und kritiscb erortert.'' Ansbacb 1877 gefunden. Giinther weist nacb, 
daB der Beweis die Umkebrbarkeit der Geraden und den Satz: „Parallele 
zwiscben Parallelen sind gleicb'^ erfordert. GutUher selbst glaubte an 
die MogUcbkeit, die Parallelentbeorie durcb stereometriscbe Betracbtung 
zu beweisen {BaUaglini 14 (1876), p. 97). ' 

Die Definition paralleler Geraden ist scbwankend. Legendre samt 
Elanchet und Cambier, Bouche und wobl die meisten Autoren seit 1800 
sind zum Euklid zuriickgekebrt, aber z. B. Knar 1829 bat nocb die 
Abstandslinie. Yon Clavius bis Legendre exkl. ilberwiegt die Auffassung 



*) Der Beweis steht schon bei Bertrand, 1. c. 
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der Parallelea als Liaien gleichen Abstands; PestcUogzi im ABC der 
Anscliauuag halt dies ftir ganz selbst^erstaadlich. Dieselbe Auffassuag 
findet sich freilich in so erfolgreichea Werkea wie in Chr. von Wolff's 
Initia und Glair aufs Elements von 1741. 

Eigentlich aber schon bei ProJdos, bezw. Posidonios. Auf ProTdos 
geht die jetzt in den deutschen Lehrbiichern am haufigsten gebrauchte 
Fassung des Parallelenaxioms: ,^Dnrch einen Ponkt lafit sich zu einer 
Geraden nnr eine Parallele ziehen^^^ zortick. Bei dem Beweise dieses 
Satzes durch ProTdos (Friedlein p. 372) kann man so recht sehen, 
welchen Schaden das Durcheinandergehen beider Auffassungen bringt. 

Van Swinden-Jacobi und Baltzer definieren Parallele als Gerade, 
die von einer dritten unter Erganzungswinkeln von 180^ Grad ge- 
schnitten werden^ was Legendre in der Note unterm Strich im M^moire 
vom 10. Januar 1833 vorschll^. 

Leider ist aber auch die Definition der Parallelen als Linien 
gleicher Richtung samt dem ^^Beweis^' des Parallelenaxioms^ I 29: 
Linien gleicher Richtung haben mit jeder dritten gleiche Richtungs- 
unterschiede unausrottbar, z. B. Lorberg 1892. Die euklidische Defini- 
tion hat den Yorteil^ daB sie das asymptotische Element, das in der 
Natur der Parallelen liegt, in den Vordergrund stellt. 

Verbreitet ist auch der Irrtum, die Einfdhrung des unendlich femen 
Punktes und damit der Definition: ^Parallele Geraden sind solche, 
welche den unendlich femen Punkt gemeinsam haben^^, riihre von Jakob 
Steiner her. Er ist aber bei Kepler 1604 (Frisch II, p. 185) eine 
;,fa9on de parler" bei Desargues (Brouillon project. 1639, Ausgabe 
von Poudra I, p. 104) ein unzuganglicher Punkt, welche Auffas3ung 
Newton (Scholium zu Lemma 18, Philos. natur. V, 1687) teilt. Bei 
Steiner ist er eine Richtung (System. Entwicklung, Kap. I, 52, 1832), 
bei Beye ein uneigentlicher (adjungierter) Punkt. 

Hier miiBte eigentlich auch iiber die Gerade und den Winkel ge- 
sprochen werden, doch verweise ich auf Enriques. Ich bemerke nur, 
daB die psjchologische Erzeugung der Geraden aus dem Beziehungs- 
begriffe rechts und links an sich die drei Auffassungen: in sich zurUck- 
laufend, im Uneudlichen geschlossen, im Unendlichen nicht geschlossen, 
ganz gleichberechtigfc nebeneinander setzt.*) Nur die Erfahrungstat- 
sache, daB wir auf schon konsfcruierte Punkte bei der Verlangerung 
nicht zurilckkehren, gibt idealisiert den BegriflF der Unendlichkeit der 
Geraden. Fiir die faktische Verbindung zweier sehr entfernten Punkte 



*) Hubert hat die Unendlichkeit der (Geraden eraetzfc dorch das Axiom II, 3, 
was aber die ge¥riBae Beziehnng ^zwischen^^ sei, bleibt ungewifi. 
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sind wir nicht auf das Lineal^ nicht aaf das Sell, nicht auf Visierung^ 
sondern anf geometrisclie Satze, wie z. B. die Proportionalitafc in der 
euklidisclien Geometrie^ oder auf Rechnung angewiesen. Die tTber- 
zeugang Ton der Unbeweisbarkeit des euklidisclien Parallelenaxioms 
brach sich langsam Bahn; zuerst ist WaUis zu nennen, auf den^ wie 
auf Nasir Eddin (Thtms) zuerst CastiUon (1. c.) nachdriicklich hin- 
gewiesen hat; dann ist Kdstner zu nennen und yor allem Kliigel, der 
1763 in seiner unter dem EinfluB Kdstner^ & entstandenen Dissertation 
28 Terschiedene Yersuche kritisierte. Wahrscbeinlich war auch Lambert 
zu derselben 'Dberzeugung gekommeU; etwa um 1766^ und sicher Gaufi 
um 1816 nach langem Kampfe mit dem kantischen Apriorismus. 
Man yersuchte mehr und mebr das euklidische Axiom durch einleuch- 
tendere^ oder anschaulicbere zu ersetzen. Indem ich auf die Sammel- 
werke^ insbesondere auf SchoUen und Enriques verweise^ bemerke ich^ dafi 
fast jeder Satz von I, 29 bis I, 47 als Ersatz dienen kann. Ich erwahne: 

Sind in einem Yiereck drei Winkel Rechte, so ist es auch der 
vierte, wofiir die Prioritat nicht mir, auch nicht Lambert, auch nicht 
J. W. MiUler in der Yorrede zur ,,Auserlesenen mathematischen Biblio- 
thek^', Niimberg 1820, sondem ClairatU 1741 gebiihrt. Das Axiom von 
Gaufi: „Es gibt ein absolut grofites Dreieck^', Brief an W. Bolyai 
1799, an Schnhmacher 1831, hat auch schon Legend/re gestreift; bei 
Worpitzky, Grim, Arch. 55, p. 417 in der Form: „Es gibt kein Dreieck, in 
welchem jeder Winkel beliebig klein ist." Das Axiom: „Um jedes 
Dreieck laBt sich ein Kreis beschreiben", ist vor W, Bolyai Yon Stein 
(Gergonne XV, Kritik des Anonymus von Bd. XIY) publiziert. Die 
Forderung der Ahnlichkeit, von Saccheri in der allgemeinsten Form: 
„Es gibt zwei verschiedene Dreiecke mit gleichen Winkeln" aus- 
gesprochen, ist vor Gamot, Maizieres, LapUice (Exposit. du syst. du 
monde, 5. edit. Paris 1824, Y, 5. Note) und Delhoeuf von WaUis 1663 
zum Beweis benutzt. Gamot neant am SchluB der geometric de po- 
sition (Art. 453) die Ahnlichkeit einen unmittelbar gegebenen BegrifF, 
„da es jedermann klar, daB z. B. eine groBe und kleine Kugel die- 
selben Eigenschaften haben/' AusfUhrlich hat diese Forderung Delhoeuf 
1893, revue philos. T. 36, p. 449 behandelt. tTbrigens ist eigentlich 
schon bei ProJdos die 5. Forderung durch das Axiom ersetzt: der 
Abstand zweier Parallelen ist endlich. 

Das Legendresoke Axiom: „Es gibt ein Dreieck, in welchem die 
Winkelsumme zwei Rechte'', ist schon erwahnt. 

Der BertrandsaliG Beweis des Summensatzes, den ich im Pro- 
gramm 1891 kritisiert habe, kommt zuerst in den Developpements von 
1778 vor. 
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Bouniakowsky 1843, Petersb. Akademie fordert bei der Kritik von 
Legendre, 1, Aufl. 1794 die Paralleldistanz unendlich; dies ist mit Legendre 
1823 identisch. 

Knar 1829 ersetzt das Parallelenaxiom darch ein Axiom ^ber 
Addition von Winkeln. Der scbarfste Beweis von der Unbeweisbarkeit 
des Axioms scheint mir der von J. Hoiid, BattagL 8, p. 84, 1870. 
(Es verlangt die Yoraitssetznng, dafi das Eriimmnngsmafi sei.) 

t^^ber Legendre geht MeiJde hinaus, der im 36. Band des Edinb. 
philoBoph. journal den Satz beweist: Dreiecke von gUichem Flachen- 
inhaU haben stets gleiche WinJcelsummen. (Der Beweis ist ganz analog 
dem von mir in den: Elementen der &eometrie 1890, p. 61 gegebenen.) 
Durch MeiJde wnrde P. Kdland zn der Arbeit angeregt: On the limits 
of our knowledge, resp. the theory of Parallels; eine Arbeit, die nnr 
teilweise das halt, was ihr Titel sagt. Edinb. Transactions 23 (1864), 
p. 433. Sie nimmt Euklid I, 16 an und gibt im wesentlichen eine 
Anzahl von Satzen der Ijobatschefskij^(!^eiii (Jeometrie, von dessen Arbeit 
im CreUe er gehort hat, ohne sie gelesen zn haben. 

Das von Legendre (1823) implizite benntzte Axiom: „Durch jeden 
Punkt im Innern eines Winkels lafit sich eine Gerade ziehen, welche 
beide Schenkel schneidet^^, ist von BaUeer in seinen Elementen explizite 
aufgestellt, aber schon von J, F. LorenZy GFrundriB der reinen und an- 
gewandten Mathematik Bd. 1, 1791 in der Fassung: Jede Gerade dnrch 
einen Punkt im Innern eines Winkels mufi einen der beiden Schenkel 
schneiden (fehlerhafbes Zitat bei SchoUen II S. 224). 

Znsammenfassende Arbeiten. 

Ich muB mich hier auf die wichtigsten beschranken und verweise 
auf die sehr reichhaltigen Angaben bei 

H. Schotten, Inhalt und Methode dee planimetrischen Unterrichts Bd. 8, 
(1893), Eap. Ill, St 183—832, and Fr. Engel nnd P. StUckel, Die Theorie der 
Parallellinien von Euklid bis auf Gaufi (1895). Auf Engel und Stdckel beruht 
der hier in Betracht kommende Teil des Artikels von Bobert Banola in F. Enri- 
ques, „Que8tioni", Bologna (1900), S. 143. 

R. Bonola, Index operum ad geometriam absolutam spectantium in der Fest- 
sohrift In loannis Bolyai memoriam, Claudiopoli, 1902, p. 82 — 164; vorher im 
Bull, von Laria. 

O. S. RlUgel, Conatuum etc. recensio, Gf^ttingen (1763), Lexikon (1808). 

J. D'Alembert, Paris (1789), Dictionnaire encycl. des math^matiques, T. U 
S. 671. 

/. /. /. Hoffmann {Joh. Jos. Ign.)^ Eritik der Parallelentheorie , Jena (1807) 
(auch eigner Yersuch). 

Vine. Flauti, Nuova dimostrazione del postulate quinto etc., Neapel (1818). 
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C F* A, J'aeoMf De nndecimo Euclidis axiomate judicium etc. Dissert. 
Jena (1824). 

JL. A. Sohneke, Artikel Parallelen bei JBr«* und Gruber, Bd. 11 (1888) 8. 368. 

C. J. H%a, Conatus etc., London (1836—1844). 

F. BountaJcmcsky , M^moire de Tacad^mie de St. P^tersbourg (1844 — 1860); 
Kritik des Legendreschea Beweises. 

J. Haiiel, Note snr rimpossibilite etc., Bordeaux (1869); vgl. auch Batta- 
glini 8, S. 84 (1877). 

P. Mansion, Sur le premier livre de la g^om^trie de Legendre; Revue de 
rinstmct. publ. (1870), 8. 317. 

8. Gmther, Sulla possibilitii etc., BaUaglini XIV, 8. 97—107 (ital. von Spa- 
ragna). 

Einzellieiteii. 

Auch hier miiB ich auf SchoUen (1. c.) Engd-Stdckel und BoncHa 
verweisen. 

P. Ch, Voit, Percussio conat. etc. Dissert. G5ttingen (1802). 

L. N. M. Camot (1803) (1. c). 

B. Bolzano, Betrachtungen usw., Prag 1804. Die Parallelentheorie gestfitzt 
auf Pythagoras ^ fur den ein hdchst eigenartiger Beweis gegeben wird. 

Karl Schweikart, Die Theorie der Parallelen us w. , Leipzig u. Jena (1807); 
fl. nicht-euklidische Geometric. 

B. F. Thibaut, Grundrifi usw., 2. Anfl., G5ttingen (1809). 
/. de Gelder, Beginseln der Meetkunst, Amsterdam 1810. 
Louis Bertrand, filaments de g^om^trie, Grenf 1812. 

J. D. Chrgonne, Essai sur la theorie des parallMes; Gerg. Ill (1813), S. 353. 
A. L. Orelle, C'ber Parallelentheorie und das System der Geometric (1816). 
{Bertra^ndscher Beweis.) 

Chx/ufi s. nicht-eukUdische Geom. 

C. Beinh. MiiUer, Theorie der Parallelen, Marburg 1822, von Gaufi gelobt. 

/. P. W, Stein, Gerg, XV (1824), 8. 77, Examen de quelq. tentatives de theo- 
ries des paranoics. Zutreffende Kritik von Legendre 12; Axiom wie Bolyai, id. 
ibid. 16, S. 45; sehr richtige Kritik des Perfram^schen Beweises. Stein weifi 
bereits (1851 Bolsano), da6 aus nABC>nBADE nicht folgt, da6 ABC 
> BADE, lange vor Luroth {Schiom. 21): Winkel als Grenze des Kreissektors,^ 
Gergonne vereinfacht in der Note S. 49 seinen Beweis T. m und in der Note 
zu 15, 8. 81 erw&hnt er Muller, Huber (1823) und Hauff (1823 statt 21), der auch 
viele Kritiken enthalten soil. Stein, S. 257—261, treffende fijitik von Legendre 1 
(1794). 

F. J. Seroois, Gerg. 16, p. 233 Sur la th^or. etc. („r§ve d'un vieillard") , Pa- 
rallelentheorie w&re bewiesen, wenn Winkelsunune des Dreiecks >> 90. 

Bouvier, Gerg, 17, p. 132. Nicht beachtet, dafi der Schnittpunkt von BD 
und der sich verschiebenden BE zuletzt ins Unendliche riicken kann. 

F, A. Taunniis, Theorie der Parallelen, Kdln 1825 und G^ometriae prima 
elementa K0ln 1826 (s. nicht-euklidische Geom.). 



•) Lange vor M. Simon (1890). 



60 II- Spezielles. 

(7. MinareUi, Dimostrazione del qninto postolato d'^Ettclide, Bologna (1826), 
ein sehr scheinbarer Beweis, dafi S nicht •< 2 Rechte sein kann; er wird von 
Aug. Genocchi (1849) Nouv. ann. 8, p. 312 bekannt gemacht and ibid. p. 37 (1850) 
von Lionnet richtig kiitisiert, vgl. L. Carton. 

NikolaJ LobatsehefykiJ (s. nicht-enklidische Geom.) (1829). 

L. Olivier, Crelle I (1826), p. 241. t)ber einige Definitionen in der Geometrie. 

Th. F. Thofnpaon, Geometry without axioms, London 1833. Vgl. Lehrbucher. 

Wolfgang nnd Johawn Bolyai (s. nicht-euklidische Geom.) (1882). 

Van Suoinden-Jacobi (1816 — 34)^ Definition der Parallelen; D'Alenibert^B 
Mdlang. V 202. Vgl. Lehrbucher. 

A. L. Crelle, Crelle 11 (1834), p. 198. Anonym: Bertrand ohne Quellen- 
angabe. 

F. Bouniakowsky, Nouvelle th^rie dee parallMes, M^moires St. P^tersbourg 
12. Dez. 1845. Er beweist unter Yoraussetzung der Unendlichkeit der Geraden, 
da6 die Yerbindungsstrecke zweier Punkte gleichen Abstandes nicht kleiner sein 
kann als die Basis a; er versucht zu beweisen, dafi anf der Geraden dieser Strecke 
eine Strecke existiert zwischen zwei Loten anf der Basis, die um a yoneinander 
abstehen, welche gleich a ist. Derselbe Mann, der am 12. Okt. 1843 Legendre 
rektifiziert hat, iibersieht, dafi c ins Unendliche rQcken kann. 

Breton, Nouv. ann. 7, p. 93 (1848) braucht Catcdan's Axiom: „Eine G«rade, 
welche 2 Punkte an verschiedener Seite der Geraden verbindet, Bchneidet'% zum 
Beweis des Parallelenaxioms. 

H. Germarj Grun. 15, p. 361. T^idau^scher Beweis; dito W. Fischer, Grun. 
28, p. 365. Heinen, dito: Grun. 29 (1857), p. 474. 

E. Baltzer, Stereometrischer Beweis von der Winkelsumme, Grun. 16, p. 129 
{Baltzer setzt voraus, dafi die Kugel mit unendlich gro6em Eadius die Ebene sei.) 

K. G. Beuschle, Mathematische Abhandlung, Stuttgart (1852), tJher das 
Wesen des Parallelenaxioms 1) Zwei Gerade k5nnen sich nicht asymptotisch yer- 
halten, 2) unbegrenzt, d. h. ins CTnendliche verl&ngert werden. — Bertrandscher 
Beweis. 

/. DeJboeuf, Prol^gom^nes philos. etc. Li^ge (Liittich 1860), sehr lesenswert. 

H. Schwarz (nicht Amand.), Die Theorie der geraden Linie und der Ebene, 
Halle (1865). 

/. A. Grunert, Grun. 47 (1867), p. 307 formuliert das Problem, rekapituliert 
Legendre 3 — 8 und weist auf Lohatschefskij und Bolyai hin, sowie ganz besonders 
auf HoUd (s. Methodik). 

Carton- MinareUi von Bertrand gebiUigt und der Pariser Akademie mitgeteilt, 
Compt. rend. 20. Dez. (1869). 

A. L. CreUe, Crelle 45, Zur Theorie der Ebene (Punkt und Gerade). 

/. HoOel, Note sur Vimpossibilit^ usw. (s. nicht-enklidische Geom.) Battagl. 
7, 84 (1870). 

S. Giinther, tTber die M5glichkeit, das Parallelenaxiom durch stereometrische 
Betrachtungen zu erweisen. Italienisch {Lbersetzt, BaMagl. 14, 1876, p. 97. 

J. C. Becker, Die Grundlagen der Geometrie, Schlom. 20, p. 453. J. Luroth 
ibid. 27, p. 294. /. C. Becker ibid. 22, p. 60. Bertrand'^ Beweis. 

T. W. Kettner, Be8chou¥ringen over de theorie der evenwijdige l^nen etc. 
Dissert. Leiden (1879). (Geschichte, Kritik.) 

M. Sibiriakoff (1881 und 1883), Yergebliche Yersuche das Parallelenaxiom in 
der Form: der Parallel winkel ist ein Bechter, zu beweisen. 
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Alf, Schmite, Ans dem Gebiete der nichtenklidiflchen Geom.; Programm Nen- 
burg a. D. (1884), richtige Eritik von Bertrand's Beweis (vgl. Stein). 

H. Vogt, Der Qrenzbegriff in der Elementannathematik, Programm Brealau 
(1883). 

0. Rausenberger, Die Elementargeometrie nsw. (1887), vgl. Lehrb\icher. 

M. Simon^ Die Elemente der Geometrie, Strafibnrg (1890), id. Zn den Grand- 
lagen der nicht-euklidischen Geom. Ptogramm (1891). 

E. V. Schmidt, Euklid 11. Axiom; Moskan (1891) (glanbt das Parallelenaxiom 
beweisen zn kOnnen), definiert Ebene und Gerade wie Bolzano. 

Fr. Schur, Die Parallelenfrage im Lichte der neueren Geometxie (1892); 
p&dagogiBcbes Archiv, p. 643. 

Th. CuUovin, Quarterly J. 27, p. 188 liberBiebt die MOglichkeit einer Parallel- 
distanz, was Cayley sofort bemerkt; Cullovin sucht p. 226 zu verbessem, bildet 
dabei den falschen Grenzbegriff „letzte Schneidende^'. (Ken'y, System einer 
Theorie der Grenzbegriffe (1890).) Love macbt p. 363 auf den Unterscbied 
zwischen dem feblerhaften BegrifP „letzte Schneidende'^ und dem richtigen Begriff 
„erBte Nichtscbneidende" auftnerksam. 

J. de TiUy, Mathesis 19 (1899), p. 6. Legendreschei Satz: Wenn in 1 Dreieck, 
so in alien, p. 266, Sur la somme des angles dans un triangle. 

M. Dehn, Math. Annalen (1900), p. 33. Die Legendreiohen S&tze fiber die 
Winkelsumme im Dreieck. Dehn beweist, dafi, wenn in 1, so in alien <y := 2R, 
sicb ohne Archim. Axiom beweisen l&6t, dagegen der Satz o ^^ Bechte nicbt; 
im abrigen s. nicbt- euklidiscbe Geom. 

TT. Pflieger, Sammlung Schubert 1901, Axiom: Mit Winkeln wird wie mit 
Ereissektoren (deren Grenzen sie sind) gerechnet (Bertrand). Vgl. Grundlagen, 
Lehrbtlcher, Euklid und besonders nicbt-euklidiscbe Geometric. 

B. Kreis. 

6, Quadratur des Zirkels. Yon der fiber 5000jahrigen GFeschicIite 
des Problems; das von alien Problemen am meisten zur Entwicklung 
der Maihematik beigetragen hat^ gehort eigentlich nur die erste Periode^ 
die Zeit vom Beginn der Eoltur bis zu Huygens ;,de circuli magnitudine 
inventa^' 1654 der Elementargeometrie an. Ich m5chte die Ein- 
teilung Budio^B andem in elementar-geometrische, arithmetisch-trigono- 
metrische von 1654 — 1744 und algebraische von 1794 — 1882. tJbri- 
gens tritt der arithmetische Gharakter des Problems eigentlich schon 
in der ersten Periode hervor. Dazu kommt seit 1882 die vierte, die 
Periode der Elementarisierung (der Beweise der Transzendenz von e 
und x). Das 19. Jahrhundert ist flir den elementargeometrischen Teil 
gekennzeichnet durch die Wiederaufhahme der isoperimetrischen Methode 
von Nicolaus Cusawas und Euler (s. unten) und durch die Eenntnis von 
den Arbeiten der Agypter und Inder. 

Aus dem Papyrus Bhind, dem von A. Eisenlohr 1877 heraus- 
gegebenen Handbuch des Schreibers Aahmesu richtiger Jahmose (Mond- 
sohn) aas dem mittleren Beich (17(X) vor Chr.) erfuhren wir, daS die 
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Agjpter den Kreis gleich einem Quadrat mit der Seite 8/9 des Darch- 
messers setzten. Dieser sehr respektable Naherungsweit fur ic — 3,16 — 
ist auf rein experimentellem Weg gefunden. Ubrigens ist die Ausgabe 
Yon Eisenlohr yeraltet; es ist z. B. falBch, dafi der Kreis und die Zahl 9 
den gleichen Namen haben. Der Ereis beifit paut, die Zahl 9 pesit; 
so existiert das Bescha-MaS nicht, usw. 

Aus St T. Ccldn-ooke (s. Gescbicbte) lemen wir die Zahlen des 
Aryabhatta und Bhascara: 3,1416 und die des Brahnuigupta — }/lO — 
kennen, die auffallig mit der agyptischen stimmt. 

Dazu kommen nocb Naberungskonstruktionen und nabere Berecb- 
nungen von x. 

Das Zeicben ^, yon dem nocb Schubert 1889 (s. unten) angibt, 
dafi es yon Archimedes stamme, ist zuerst yon WiUiam Jones 1706 
gebraucbt {Bouse Ball, Enestrom 1894, S. 106), und dann yon 1737 an 
yon JEkder benutzt {Enestrom, Bibl. matb. (2) 3 (1889), p, 28) und 
durcb die Introductio (1748) yerbreitet, aber nocb 1824 wird im 6rcr- 
gonne dafOr lo gesetzt, was allerdings aucb x typograpbiscb beifien kann. 

Eine auffallige Erscbeinung mocbte icb bier erwabnen. Wabrend 
die franzdsiscben Lebrbiicber scbon seit Legendre die Satze des Archi- 
medes fiber den Zusammenbang der Umfange des 2n-Ecks um und im 
Ereis mit dem des n-Ecks bringen, und sie wie Archimedes, d. b. mit 
dem Satze liber die Winkelbalbierende sebr ein£Ekcb ableiten, finden sicb in 
den deutscben aucb in den neuesten yon Thieme (1902) und Fenkner 
(1904) die ungescbickten Ausdrflcke yon s^^ durcb den Radius und die 
Seite s^. Die Ableitung durcb die analogen Macbensatze yon Jacques 
Gregory babe icb nirgends gefunden, ebenso wie die isoperimetriscbe 
Metbode, wie sie z. B. Camhier bat, und, was das auffaUendste ist, die 
so scbonen und einfacben Satze Huygens' scbeinen spurlos an den 
boberen Scbulen yoriibergegangen zu sein. Ausnabme Jcteobi-van Swinden, 

a* Zusammenfassende Werke und Abhandlongen gesehiehtlicher Art. 

AuBer Klugd (Montucla): 

P. 0, C. Vorsselmann de*Heer, De praecipnis methodis quae ad circuli qaa- 
draturam ducunt, Groningae 1832 (PreiMrbeit) , p. 119 — 128. 

/. W. L. Glaisher, Remarks on the calculation of it, Mess, of math. (2) 2 
(1872), p. 119—128 siehe unter f, Bericht fiber Quadrator von 1680»1660. 

F. J. Studnicka, Zur Quadrator des Ereises (von Archimedes bis Bichter 1866), 
Casop. (1872), p. 96. 

H. Schtibert, Die Quadratur des Zirkels in berufenen nnd nnbemfenen EOpfen, 
Hamburg 1889. 

O. Diederichs, Die Rektifikation des Kreises in der Schule. Progr. Halber- 
stadt 1891. 

F. Mudio, Archimedes, Huygens, usw., Leipzig 1892 (2. Aufl. in Vorbereitung). 



6. Quadratur des Zirkels. 63 

Einzdheiten: 

Max Curtze, Zur Gteschichte der Kreismessmig und Kreisteilung im XV. Jahr- 
hundert, Bibl. math. (8) 2 p. 48; Hofjm. XVI, Hammer, ScMegel; E. Bdttcher; 
Huygens, De circuli magnitud. inventa ist schon vor Budio, Ton Kie filing, Pro- 
gramm Flensbnrg 1868, wiedergegeben mit einer kurzen eignen Herleitnng der 
Huygenwchen S&tze. AuOerdem die vielen AnfB&tze von Bierens de Haan flber 
iMdolph van Cetden^ SneUius, HuAfgena, nsw. in den Amsterd. Verb, nnd Mede- 
deel., dem Ballet. Boncomp, nsw. — C, Demme, Schl&m. Iit.-hi8t. Abt. 81 (1886), 
p. 182, sucbt den Agyptischen N&herungswert bei Ahmes und den indischen des 
Baudhdyana zu erkl&ren. Kikuchi teilt in den Bericbten der math. Gesellschait 
▼on Tokio 1895, Fujikawa im Compte rendu du deuxi^e Congr^s intern., Paris 
1900, Interesaantes tLber ftltere japanische Methoden mit. A. Atibry, Noticia bistd- 
rica aobre la cnadratuia del clrculo, in Galdeano's Pfogreso mat. (2) 2 (1900), 
p. 278 — 806. t^rigens ist noch heute die Ansgabe von Montttcla, Histoire des 
recherches sur la quadrature du cercle, 2. Bd. (Quadrat, duplic. du cube, trisect.) 
von 1831 mit den Noten von Lacroix lesenswert. 



b. Qaadratoren. 

An. Schom, JEv^^xa 1831. 

Maceock, 1841, « = 2(1 +}^ 8 Y2 — 11), the quadrature of the circle. Corre- 
spondence between an eminent mathemat. and James Smith, London 1861. 
Adamo, Cosenza 1864. 
DonneU, Buenos Aires 1870. 
/. KUmaszewski, Paris 1879. 
a Busch, Ohrdruf 1886. 
O. Kerscfibaum, Hamburg 1887. . 
/. Hiilfi, Mailand 1889, Che 6 sr? 
Venturini 1892. 
A. Oeegowski, „Die Wahrheit schreitet einfach aber majest&tisch vor und zer- 

malmt ihre Qegner**, « = 3— , Ostrowo 1898. 

Lopez (Motto: „Tandem*' „un fou de plus^^), Bio de Janeiro. 
Salv. Andraseolo, Buenos Aires 1898. 
KandoloroSf „sv A^vai^^ 1898. 

W. Goring, Dr. phil. Die Auffindung der rein geometr. Quadratur des 
Kreises usw. Dresden 1899. 

Als „Quadrat. raisonnable** wird Boirier bezeichnet, der 1898 die Sehne von 

26 

rr des Umfanges gleich der Seite des fl&chengleichen Quadrats setzte. 

Nicht uninteressant ist: De quadratuia circuli secundum legem intersect, du- 
plic. et de polyg. reg. vom ungarischen Advokaten Jos. Balogh, Pest 1858 (lunulae 
Hippocratis). 

G. B. Malacarne (di Vicenza), Soluzione geometr. e rigorosa (auch Trisektor!) 
del problema della quadratura etc., Vicenza 1845, oft aufgelegt auch in franz6si- 
scher t)bersetzung. 

Ol>er die Quadratoren vgl. auch: A. de Morgan, A Budget of Paradoxes, 
London 1872; F. Cajori, Circle squarers, Teaching and history of Math. U.S. (1890), 
p, 391—894. 
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c. NfthemnggkoiistraktloiieD. 

Zufalhldstmgen : 

L. Mascheroni, La geometria del compasso, Pavia 1797, von A. M. Carette 
ah G^om^trie dn compas, Paris 1798; Gebrauch des Zirkels, deutsch von (xruson, 
BerUn (1826), ubersetzt: AB^ED==r; AF^EF^AD; BF^BG\ AG 

merklich -r-«r, Fehler etwa 0,0008. (Pig. 1.) 

Deutsche LOsung in der Biblioth. Britt. abgedruckt Gergonne 8, p. 260; 

es ist die Kochanskische {Adam K., Acta eradito- 
rum 4 (1686), p. 897), die schdnste von alien, 
welche u. a. als Ceradinische von Gremona mit- 
geteilt ist in seinen Elementen des giaphischen 
Ealkuls. Deutsch von Curtze 1876 (Hypotenuse 
der Eatheten 2 und 3 — tg 30) Fehler < 1 : 16869, 
eben diese ist von Nic. Natorotzki, CTber die Rek- 
tifikation der Peripherie des Ereises, Hamburg 
1846 gegeben. 

Pioche, Bildhauer zu Metz (mitgeteilt von 
iSfert70ts, 6?er^. 8, p. 262) ^ J? = ^a = r; C2)«2r; 



F 

X 




Fig. 1. 



FG = r; 



3 4 

FK^—r; AL:^—r, so ist KL^^nr; 

o 6 



FD=^DF', AH 

*~ 9At\ — ^ 3,1416926684; der Fehler <10-' also genauer als Adriaan 



Metitis 



240 
366 
113 



(Pig. 2.) 



a G. Specht, OreUe 3 (1828), p. 83; J?a== r; BD =« 2r, Da^ah = bc^ —r; 

BA=^Ca; aus A mit Cc Parallele AE, so ist BE Umfang, BEC Inhalt des 
Ereises 



"^^^-r^ 



c 



D 



1 t 



F K 



(Ca = 



1/T46 BE 18 



Fig. 8. 
18 



6 ' Ca^T' BE = -yuQ=^8^; BE=3,undl96S^-2r. 
Fig, 8.) Fehler 7 • 10"' reprod. Gerg. 19, p. 126; vgl. dazu M. F. Bretschneider, 
Grun. II 3, 1886: TC^j^ + sp; Specht, CreUe 3, 406; M. G, v. Paucker, Die 
elem. Geometrie, ESnigsberg 1828, 

== 5 "l/^ _ 5 -i/S*T"6«+ 13* + 15« 
^ r 778 K '3«-|-6*+18« + 8« * 

Die schOne Eonstruktion von J. de Gelder (Leiden 1766—1848) fur den 

4' 
Naherungswert des Adr. Melius 366: 113 = 3 + ^, aus De Rapporten van 

den zirkelbogen, Verhandl. Genotsch. Rotterd. XII, 1798 bei 
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J. H. van Swinden, Grondbeginsels der Meetkunde, 2. Anfl. Amsterdam 1816; 
anoDym im Grun. Bd. 12, 1849, p. 98 (Index von 1859 nennt Chrunert selbst!), Bie 
ist von Herm, Grafimann wiedergefunden. (xtun. 49, 1868, p. 8, siehe darClber 




■JoS 



Fiff. 3. 



E. Bottcher, Hoffm, XVI, p. 412; vgl. auch Holzhey, Zeitschr. Osterr. Arch.- u. Ing.- 
Yer. (Eonstmktion zur mOglichBt genauen new.). 

Bud. Wolf (der Zaricher Astronom), Grun. (2) 3 (1893), p. 446: Die Strecke, 
welche die Mitte der Qnadrantensehne mit dem Endpunkte des Durchmesaers 



3t 



yerbindet, nahezu gleich — - ; (1,68). 

Auf die vom Ubrmacher A. Bedier 1864 wiedergefondene Konstruktion des 
HerzogB Bernhard von Saehaen- Weimar^ welche /. A. Timmermans in der Eorresp. 
Gamier et Quetelet 4 (1828), p. 349 mitgeteilt hat nnd die nach Timmermans 
um so genauer, je gr60er n, grClndet Tim. die Formel: 



und 



r' n n* \ n/ V n w* 



9r = — lim. (nx) = }/ 10. 



(fnder!) 

Catalan- Tempier , VerhUltnis von Peter Metius mit dem von Archimedes 
verbnnden n =» (856 + 22) : (113 + 7), schon Ptolemaios. ' 

Ch. M. WiUich, Nonv. ann. 15 (1866), p. 224: ]/ sr = 1, 77198. 

H. Perigal, Messeng. (2) 4, (1874), p. 71; 2 Konstruktionen ffir "(/jr. 

A. W. Anglin, Messeng. 13, (1884), 4 mehr oder minder komplizierte Kon- 
struktionen; ibid. 14, (1884); noch fflnf z. B. ^/sr =- 1 + -i- (V^ + ^7 — 2 ]/2) Sehne 

v6n 76® usw. 

B. Hoppe, Grun. II 2, 1886,. p. 447 (welche Hoppe filr recht einfach hieltl). 
M. F. Bret8chneidei',.Grun. II 3, (1886), p. 447, « auf 9 Dezimalen. 
Maunce d'Ocagne, Bourg. (1896), p. 77, Relation von Bioche, Soc. math, de 

France 6 (4) 4 p. 242. V2 + y 3 = ^r + 0,0047 bjenutzt: AOB von 46*, Bisectrix 
von CO A schneidet in D, so ist ^ D « y2 -f- "/s ; von A. Mannheim, ibid. p. 103 
verbessert (ohne Trigonometrie). (Fig. 4.) 

A. Pleskot, ftasop. 1893 » = 1/51 — 4, Fehler 0,0002; von E. Lemoine, tJnter- 

SimoQ, Elemontargeometrie. 5 
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suchnng dber die Eiufachheit and Genamgkeit dieser beiden Eonstruktionen nnd 

der l/-^ (l/6 — l) = -^ 4- 0,0007; Soc. math, de Franc. Ballet. 23, 1895, p. 242. 

E. Lakenmacher, Grun. II 9, 1890, 214. e Mitte von ed, f von ed, k von cTi, 

3 

kz von dy, so ist cl = tk^^> c^ = 0,28r, dy — r yo,4 und axr bis auf wenigei 




iv 




Vt-rr 



^ 

Fig. 4. Pig. 5. 

als 1 : 65000 die y^; dera. ibid. (2) 5 (1887), p. 352, w^ 1,8 + ^1^ = 3,141641. 
(Fig. 5.) 

E. BdUcher, Grwn, II 12, 1894, derselbe Gedanke wie nach seiner Angabe. 

Ch. Nehls, t^ei graphische Rektifikation von Ereis- 
bogen, Hamburg (1892). 

H. Postula, Mathesis (2) 6 (1895), p. 87. ACB 

Darchmesser, CG == --- CA um G mit 4r Kreis, der 

die Tangenten in B in F schneidet, AF schneidet 
den Kreis in 2), so ist £!)•= 3,141579. 

Ich erwS.line noch die Eonstruktion des Amtsrich- 




ters C. Busch, Ohrdruf 1886, 3r = 2y2 + 



5 ^2 — 3 



13 



die in Fialkowsky^s „Zeiclinende Geometrie^^^ (aucb 
in GerlatuTa „Planimetrie'S 3. Anfl., Dessau 1885). 

« = 0,6 (3 + 1/5) = 3,14164, sowie Beyel (Zflrich 1886) 
~ = 1 + 1/ - - und die Eonstruktion ana Cato/an'a 
Th^or^mea et probl^mea. B2) = 2r, Da=as-— r, 



Bb 



3 



r; BA^^Ca; and durch die Parallele za C75, 



welche BD in J^ trifit, dann ist BE naheza gleich der 
PeripLerie and ^£i;= 3,1415915. (Fig. 6) 

Immerhin bleibt die KochanskisGhe uniiber' 
troffen, auch nicht durch 3 + Tq V^ und die Kon- 

strUktion aus A. L. Busch ^ Vorschule der darstellenden Geometrie 1846: 



Atf. 6. 



6. Quadratur des Zirkels. 
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;r = Y (3 + ]/5), auch nicht durch die in London 1872 preisgekronte 
Formel von Jicenki 

;r = 3 + ^ (cos 15« + 0,45) = 3,14159268. 

Eine reichhaltige Zusanimenstellung findet sich bei G, Paucker, 
Die ebene Qeometrie, Artikel 317, Eonigsberg (1823), wo als Urheber 

von 3 + — Y2 D. Joh. Molfher genannt ist. (Vater oder Sohn des 

Dichters FhUipp M.?) 

E. JReichenbdcJier, AngenHherte Eonstruktion des Kreisi^mfanges aus dem 
Durchmesser , Zeitschr. f. math. u. natarw. Unterr. 82 (1901), p. 275—276 kon- 
struiert 



worauB It « 3,1415926526 statt 3,1415926535. 



17\« 
22/ ' 



d. Bogen (siehe aveli Tiigonometrie.) 

J. J. istrand, Chrun. 13 (1849), p. 398 (Prasz, Lehrbuch der Qeometrie, Stutt- 
gart (1842) in Nouv. ann. 6 (1847), p. 287 von G. J. Dostor, reprodnz.) ^D Winkel- 
halbierende, DE A. AD, ^F Halbiemngslinie von 
EAD, FG ± AF nsf. Dann liegt der Bogen 
zwiachen AD und AE^ AF und AG etc. (Fig. 7.) 

H. Scheffler, Geometrische Nftherungsmethode 
znr Bektifikation nnd Quadratnr des Kreises. 3 Hefle* 
1867—68^73. Grun. 13.(1849), p. 419, reprodnz. in 
G. A. Biecke^B Maihemati^chen Unterbaltnngen, Stutt- 
gart 1873 und von W. Goering,"*) (1899). „Die Auf- 
findung der rein geometriscben Quadratur des Krei- 
ses'^, Dresden; er b&lt die, Konstruktion fur neu, 
die der Proszschen sebr verwandt ist; schon Scheff- 
ler sagt, dafi die Eonstruktion ' die Vieta-Eulersche 
Formel 



2 sin ^ 
2 



a ^ 




Fig. 7. 



cc cc 

COS -^ cos -T^ • • 
2* 2* 

gibt, deren Eonvergenz von M. Lerch, Casop. 11, 
p. 192, (1882) und von F. Rudio, Schl5m. 36 (1891), 
Hist. lit. Abt. p. 139 nachgewiesen ist. 

0. SchUhnilch, Schlom. 2 (1857), p. 335, die alte einfaebe Eonstruktion 

2r; BC ^ r; AD = Alf = — -; :^ r lu — — -- ^ — — - — . . .), 

' ' " ' — u V 180 1512 /* 



AB 



2 -f- cos 



.^ Einige Jabre, nacbdem Ref. im matbem. Colloquium auf Scheffler, bezw. 
Prosz bingewiesen batte. 

5* 
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u <^-^ yCy urn 80 genauer je kleiner u. Die Formel geht auf Nikolaus Cttsanus, 

den groSen Eardinal, zurilck. (Fig. 8.) 

Nahe verwandt mit Prosz-ScheffUr ist auch di^ Methode von H. Schubert, 
Znr Yeranschaulichung dei Zahl a, Hoffm. 27, p. 1^1 (1896), welche Schubert 
dorch E. Glinzer in deesen Lehrbuch hat verOffentlichen lassen. (3. Anfl. (1887.) 





Fig. 8. 



Fig. 9. 



V.SchUgel, Schlom. 22 (1877), p. 339. ACB gleichseitig. A' Jff nahezu 
gleich hAlber Peripherie, DE' nahezu gleich Bogen DE; damit auch zugleich 
Ereisteilung. Die Ann&herung ist aber keine grofie. (Fig. 9.) 

Auf Newton, Brief an Oldenburg 13. Juni 1670, geht die Formel 

14 + cos X . 

X = — — ! Bin X 

9 + 6 cos a? 

zunick, welche P. Mansion im Messeng. 25 (1896), p. 48 und Mathes. 16 (1896), 
p. 84 untersucht hat. 

Etnil Lampe, Mathes. (2) 7 (1897), p. 129 etc. Eine ganze Reihe N&herungs- 
formeln mittels Methode der unbeatimmten Eoef&zienten aus der Formel: 



2n / . n — ] 
— — - (sinrc j— 



n — 1 8in2a? (« — l)(n — 2)8in8a; 
2 ■ 2 ~ "^ (^2)(n + 3) 3 



(n — 1) {n — 2) (n — 3) ain4a; 
(« + 2)(n + 8) (n+ 4) 4 

x + cx^"-^^ -^ 



+ 



abgeleitet und &hnlichen. (Dazu Aubry, Progreso (2) 2, p. 283.) 




JFV. Stretnpelf Ein AnnSherungsverfahren 
zur Yerwandlung von Kreisbogen in gerade 
Linien und umgekehrt. Progr. Rostock 1898: 



AB = AC', AX ^ X -. 
(q> — sin (p) nahezu gleich 3 
Derselbe Progr. 748 (1903). 



qp (1 — COS qp): 
^ q>\ (Pig. 10.) 



Fig. 10. 



Eine Quadratur des Sektors auf statischer 
Grundlage gibt E. Collignon, Nouv. ann. (2) 13 
(1874), p. 889. 

Nicht ganz elementar ist Olinde JRodrigues: Note sur revaluation des arcs 
de cercle. lAouville 8 (1843), p. 225. 
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L. Oppermunn: Tychsen-Tidsskrift I (2), 5; 104 (1869). Ist B die L&nge einea 
Ercisbogens, C die der Sehne nnd Z =^ ^\^~~Jtr ^^ ^^^ ^^® -Anzahl der Qrade 

1 / 420—11 Z 
des Bogens nahezu gleich 114,69166 L^ Z- y ^q 30 y 

Es werde hier auf die schone Huygenssche Eonstraktion des Ereis- 
bogens hingewiesen. 

e. Numerigelie Bereehnmig Ton ;r. 

Archimedes 2 Dezimalen, Inder S bezw. 4, Ptolemdus 4, Bheticus 8, Petrus 
Melius 8, Vieta t\, Adrianus Fomanus 16, Ludolph van CetUen 36, Grienberger 
(Jesait) 39 (1630); von da ab arctg Eteihen. 

Abr. Sharp 78, Machln 100, F. de Lagny 127, Vega 140 bezw. 136, Manu- 
skript Eadcliffe zu Oxford 166, Dase 200, Clausen 248, Fichter 880, Hutherford 440, 
Bichter 500, Shanks 560, dann 607, zuletzt (1873) 707. Proc. Royal soc. 22 
(1873) p. 46. 

Z. Dase: CreUe 27, p. 198, — - = arctg - + arctg— -f- arctg—-, von den 140 

4 A o 5 

Vega' a die 4 letzten falach. W. Butherford: Philosoph. transactiona Vol. 131 (1841), 

p. 281 — - == 4 tan" tan" -r + tan" ---, die enten 162 stimmen mit Dase 

*^ 4 3 70 ' ■ 99 

{Euler: De variis method, circ. quadrat, numer. proxime exprim. Betrop. T. IX, 
p. 222 (1764): arctg - =» arctg -^^ + arctg—). Anonym. Oxf. 7)fl«el.c.(1844); 

if 9 1 

Clausen: Aatronomische Nachrichten 1847, Nr. 184, T. 26; Shanks: Proceedings 
Eoyal Society, Januar 20, 1863, p. 278; Bichter (1863), Grunert 21, p. 119; (1864) 
22, p. 473; 23, p. 476 (1854). W. Butherford: Proc. Roy. Soc. 20. Januar, 1862 p. 278; 
Bichter: Grun. 26, p. 472 und Elbinger Anzeiger, 18. Okt. (1864), 500 Dezimalen; 

Shanks 607 (1853). Berechnong von « durch die Reihe -— = 2tg~ — tg~ -- etc. 

Edg. Fusby: Messenger (1873), p. 114, Bemerkung von Glaisher. 

% mittelB der Formel filr 8in2(p schon Barrois: Gergonne 4, p. 361 nnd 
nicht zuerst von Seidel, Mtinchen, auch schon von Vieta, dessen Formel von Grebe: 
Grun, 11 geometrisch abgeleitet wird (Grun. selbst auch aus sin 29, 11 p. 181) 
die Eonvergenz des unendlichen Produkts von Lerch und Budio 1. c. nachgewiesen. 

^ auf 80 Dezimalen in franzOsischen Yersen: Nouvelle correspondance 6 
p. 449. 

Neuer Eettenbruch von Sylvester: Philosoph. Magazine 37, 1869, p. 878 

■| = [1; 1, 2, 6, 12, 20, 30, 42 . . . .] 

• Untere und obere Grenze filr yt Didion: Comptes rendus, Bd. 74, 1872, p. 36, 
dazu E. Catalan p. 177 Ftetosche Formel und Educational times 70, 1899; 13 

n > f^, « < 2 f'960. 

Nach einer rein empirischen Methode ist n im Philosoph. Magazine Okt. 1862 
auf 16 Dezimalen berechnet und ebenso rein empirisch diese Methode von Drach, 
London Mathematical Society Proceedings 8 (1877), p. 816 auf 208 Dezimalen aus- 
gedehnt. 



70 n. SpezielleB. 

Den LambertHchen Beweis der Irrationalit&t von yt gibt Glaiaher: Reports of 
BritiBh Association 1871 statt auf 80 Seiten anf einei Seite, auch der Legendresche 
Beweis ibi. 

Die Transzendenz von 7t: F, Lindemann; Berliner Akad. Sitzber. 22. Juni 
1882. Ober die Zahl m Clehsch Annalen 20 (1882), p. 213 (im Anschlnfi an Her- 
mite'a Beweis der Transzendenz von e und verbessert von Weierstra/J). Die immer 
einfacher werdenden Beweise von Gordan, Hiinoitz, Hilbert, Weber etc. gehOren 
der Algebra an, die Transzendenz von tc ist schon 1865 durch H. Scheffler: Grun. 
44, p. 89 geahnt, aber nicht gentlgend begriindet worden, vergl. hierzn Encykl. Ill, 
Referat Sommer. 

Formeln nm mit it bequemer zu rechnen z. B, — = — 



% 3 1000 2000 60000' 

7t^ = 10 (1—0,01304); 3r"* = 10"* (1 + 0,01527) ans Mathem. Gazet, in Mathesis (2) 
4, p. 162. Yom reihentheoretischen Standpunkt aus mehrfach, z. B. Glaisher: 
Quarterly journal 11, p. '232 (1873). 

Die „eigenartige'^ Methode von A. 8. Herschel: Quarterly journal 4, p. 165 

gegriindet darauf , dafi arctg st fast Wurzel von cos x = ig x = y ^ = 

0,7863, X = 38M0'46" gegen 38<>8'4 .", ist schon von CreUe: Crelle 32, p. 91 (1846), 
benutzt, er bemerkt auch, dafi sin x = der doppelten Zehnecksseite. 

Der alten Quadratrix und der Spirale gesellte Guimaraes die Cykloide zu 
(emprego da cycl. Teixeira Journal VI, 85 (1885)); mittels Lineales und Zirkels und 
einer festen Cykloide eine grofie Anzahl Probleme der element. Geometrie dber 
Teilung und Quadrierung etc. des Ereises; hierhin geh&rt auch die Eonstruktion 
durch den Integraphen von Abdank- Abakanowitsch bei F. Klein: Elementar- 
geometrie (1895). 

tfber ^ = 4- log 4 Sckellbach: Crelle 9, p. 404 (1832). 
2 t 

Eine Zusammenstellung von Formeln /. C. Dupain: Nouvelles annales 5, 

12, 16 etc. F. J. Studnilka: tJber die Quadratur des Kreises Vestnick 8 (1899), 

p. 306 Reihe fur ^ it. 

^ 2 



f. n dnrch Wahrselieliillclikeitgrechiiitiigy Nadelproblem. 

22 
MO = — , wo I L9.nge der Nadel, a der Abstand der Parallelen; m die Zahl 

der Versuche, n die Zahl der Schnitte w == lim — . Laplace: Thdor. analyt. de 

la probability V; Messenger (2) 2(1872) A. Hall (Cap. Fox Verfahren). Dazu ge- 
h6rt der Artikel von Glaisher unter a, der auch iiber Versuche berichtet, die 
Ambroise Smith 1855 auf Veranlassung de Morgans angestellt hatte, denselben 
Gegenstand betrifft die Note von P. Gray, Mcsseng. (2) 3 (1873) p. 61, vgl. auch 
2?. Wolf: Geschichte der ABtronomie und Handbuch der Astr. — Grashalme zum 

Eranz w =^y 2(2n^i\' ^' ^' ^**^^^- ^*'**w. 11, p. 44; Wiirfelversuch. B, Wolf, 

Zurich: Vierteljahrschrift Bd. 26 und 27; tt durch Experimente. A. Panek, Casop. 
X, 272 (1881), bOhmisch. 
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g. Methode des Archimedes. 

Verbessert von James Gregory (1667) in der „Quadratura**, der statt der Um- 
f&Dge die Fl^chen der demselben Kreis ein- nnd umgeBchriebenen regul&ren Poly- 
gone einfuhrte, bezw. /. Saurin: Sur lea figures inscrites et circonscriteB an cercle. 
Paris (1723); historisch: P. Tannery: Sur la mesure du cercle d^ArchimMe, M^- 
moire Bordeaux (2) 4 (1881), p. 813^ crkl&rt des Archimedes Methode zur Aub- 
ziehiing der Quadratwurzeln, dazu Fr. Hultsch, Schldmilch^% Zeitschrift fOr Math, 
und Phjs. 39 (1894), p. 121, 161. 

A. L. Crelle 14, p. 66 (1836) (Huygens) Beweis, daB q — p'<C-r (? — I'), wo 

4 

p und q Inhalt oder Umfang des ein- und umgeschriebenen ebenen n-Ecks, q' 

und p' des 2n-Eck8 bezeichneo. 

H. Bertot: Nouv. ann. 2 (1843), p. 196, 250 dito. 

H. Mourgues: Nouv. ann. 8 (1844), p. 18. 

Des. Andri II, 18 (1874), desgl. 

P. Breton (de Champ): Nouv. ann. 4 (1845), p. 415 verbessert den I^gendre" 
schen Beweis aus den Elementen, dafi Kreis B: Kreis r = B:r. 

A. Morel, Bourget (1879), p. 22, Beweis, dafi lim q = lim p. Setzt die Haupt- 
sache q ^ als die Peripherie voraus. 

A. Meyer: Cirkelperifiens L&ngde etc. Nyt Tidssk. f. Math. 5 (1834), p. 68. 
Lim Qn = Lim Pn ; elementar u. exakt. 

Lionnetscher Satz: Die Diiferenz zwischen Peripherie und Umfang des innem 
n-Ecks iflt, wenn n > 8, kleiner als die Seite des n-Ecks. Lionnet selbst: Nouv. 
ann. (2), 10, p. 556 (Bourget [1879J, p. 193) ebendort; Callandreau: trigonometrisch ; 
Gerono, elementar, p. 433; Durel (2) 11, p. 90, trigonometrisch. 

Die numerische Berechnung: Hellwig: Grun. 18, p. 234. Ligowski: Grun. 55 
(1843), der die kleinen Radien zur Ftetoschen Formel benutzt. Weinmeister: Hoffm. 8. 
Vor allem Catalan und Schlomilch; Catalan: Nouv. ann. 1 (1842), geht von 

2AB 

der iSaurtnschen Formel P'= -t—Ca*' *^*» ^° ^ Inhalt des innem, B des ftufiem 

n-Ecks (1723) und leitet ab: 

(A )> = 2 (A ,Y:(A . + ^ \ was Crosson: Nouv. ann. 5, 1846, p. 128 

weiter ausfuhrt. 0. ScMdmilch: Schlom. 2, p. 830, Grun. 14, p. 408 Formel 68), 
Nouv. ann. 14, p. 462 « - 3 • 5]^r^ : 25^ + T^; Fehler < -^- (T^^ — /8f^)« 

L. Mdleyx: Nouv. ann. (3), 5 (1886), p. 5, durch Berechnung des grofien und 
kleinen Radius bei konstanter Seite und geeigneter Methode aus Ausdnlcken von 
der Form a* -^ e die Quadratwurzel zu Ziehen. Auch als selbst&ndiges Buch, 
Paris 1886. Maleyx glatibt die Methode des Archimedes wieder hergestellt zu 
haben ; dies kOnnte hOchstens fur die Wurzelbercchnung zutreffen, vgl. aber Hultsch, 
Schlom. 39 (1894), p. 121. Nouv. ann. (2), 10 (1871), p. 454 weist Gerono einfach 
geometrisch nach, dafi der Kreis zwischen na und {n -\- l)a liegt, wo a Seite des 
eingeschriebenen regul&ren n-Ecks ist. 

h. Methode der Isoperimetrie. 

a ist kleiner, r grofier Radius des regul&ren n-Ecks mit stets verdoppelter 
Seitenzahl, welches mit dem ursprfinglichen gleichen Umfang, bezw. Inhalt hat. 
Es ist dann 2a'= r + a; r'*= ra\ 
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Methode von Schwab (Elements de g^om^trie, Nancy [1813]), dito John Leslie 
(Elements of geometry, 2. Aufl. [1816]); E. Sarcy: On John Leslie's computation, 
Edinburgh Proc: XY, p. 348 (1889), aber die Methode ist weder deutsch noch 
englisch, sondem, wie 0. Terquem: LiouviUe (1838), 3, p. 47 berichtet, schon von 
Descartes ohne Beweis, Oeuvres 7, XI, p. 442, der yon Etdei': Novae commenta- 
tiones Petropolit. 7, VIII, p. 157 hinzugefiigt ist; sie geht aber auf Cttsanus zurflck, 
der in einer zwar willkiirlich, aber mit gutem Instinkt gew&hlton Eonstruktion 
einen ganz brauchbaren N&herungswert findet. 

Zuerst Gergonne {Gerg. 6, p. 492) n auf 7 Dezimalen mittels Methode von 
Schwab, Gergonne 17, und 1 seien erste Gliedei, dann abwechselnd arithmetische 
und geometrische Mittel bis zu zwei Zahlen a und 6, die in mehr als der HSIfte 
ihrer Ziffern von links aus flbereinstimmen, dann ist in den Grenzen dieser An- 
uSlierung n = b : (a -\- 2h). 

A. J. H. Vincenfa Bearbeitung von Schwab'a Methode Nouv. ann. 4, Grun. 6, 
p. 331. 

Die einfachste Ableitung ist von E. L^ger: Nouv. ann. Y, p. 204 (posthum) 
OD = r,OC= a^ EF Seite des isoperimetrischen Polygons; dann ist ohne weiteres 

klar, dafi OG=^a^^ia + r) und OE^^ r « 

= ra und ganz einfach folgt, dafi 4 (r — o') 

<:r-a. (Fig. 11.) 

E. Catalan: Th^or^mes etproblemes, 7. Aufl., 

Buch 4 und Kongrefi zu Havre der Assoc, fran. 

Qaise (1877) griindet auf Leger'B Methode Yer- 

fahren fur n~^ und 2jr~*. 

/. de Virieu: Nouv. ann. 18, p. 234. 

Andre hiibscher Beweis, dafi 4 («;t + i""^*) 
<a^— a^_j und 4 (^x — *"* + !) '^'■*-i"~^* Nouv. ann. (2) 13, p. 178; man eli- 
miniert zwischen r,, r, und u^ und u, , dann die letzteren etc., daraufhin von 
E. Bouche (Nouv. ann. (3) 1, p. 325) die Berechnung abgekui*zt; desgl. P. Mansion, 
der: Mathesis 3, p. 161 beweist, dafi 6 (a^^i ~^k)^^k — ^x-i- ^ncion: Mathe- 
sis 3, p. 145 (1883). 

Uber die Fehlergrenzen : Huet: Nouv. ann. 4, p. 156 n = > — ~X a ^ 

wo n die Zahl der Yerdoppelungen und a und b die Um^nge des einfachen ein- 
und umgeschriebeuen n-Ecks und 10 ~m die Fehlergrenze. 

A, Hermann: Nouv. ann. (2) 5, p. 509 Fehler < 10 »», 2* = 2 + 2m; wenn 
w == > 7, gendgt es in 2* das A- = 2?» zu machen (Note von Gerono). 

E, Jube: Nouv. ann. 6, p. 42, A; = > -- m — 1, wenn man vom isoperime- 

3 

trischen 6-Eck ausgeht. 

Dafi beide Methoden fur die Berechnung von n im Grunde identisch, wie 
schon fruher von Vificent und andem bemerkt war, von M. FoucJie: Bull. Soci^t^ 
mathdm. de France. 

In Hoffmann 2, 339 ist die SchwabBche Methode von K. Zerlang ohne Quellen- 
angabe abgedruckt. 

X als Grenze eines nicht regul&ren Polygons L, Geoffroy: Bourget 5 (1881) 
p. 49, 97 [LeibnizBche Reihe, Gregory?]. 
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/. KUrschdk: Ungarische Berichte (11. Febr. (1887). 5, p. 77 elementar-geo- 
metrischer Beweis, dafl die eingeschriebenen regal&ren Polygone mit wachsender 
Seitenzahl beftt&ndig wachsen {James Gregory)^ die umgeschriebenen best&odig fallen. 

U Limnlae Hippokratie. 

Gewohnlich wird der Plaralis gebraucht und dem HippokrcUes der 
Satz zugeschrieben: Die beiden Halbmonde, begrenzt von den Halb- 
kreisen iiber den Katheten (nach aufien) und dem liber der Hypotenuse 
(nach innen); sind gleich dem rechtwinkligen Dreieck. Hippokraies hat 
nur einen Halbmond (meniscus, lunula), d. h. eine von zwei verschieden- 
gradigen Bogen begrenzte Flache quadriert und zwar in drei ver- 
schiedenen Fallen, zuerst den, dessen ILuSerer Bogen der Halbkreis, 
dessen innerer der Quadrant ist. Der Irrtum findet sich selbst im 
Bauche von 1900. Mitunter wird sogar gesagt, daB das Mondchen fiber 
jeder Eathete gleich dem gleichliegenden Hohendreieck sei! Die £r- 
weiterung fand ich nicht bei Vieta, Clavius und Sturm y wohl aber bei 
Tacquet als Zusatz zu Euklid XU, 2, was auch van Swinden schon an- 
fuhrt (Obersetzung von C. F. A. Jacobi p. 213, p. 214, van Swinden: 
„tJber mondformige und andere ahnliche Figuren verdient vorzUglich 
nachgelesen zu werden: G, W, Krafft, Institutiones geometriae subli- 
mioris, Tubingae, 1753''). 

In Spielcer's Lehrbuch findet sich der Satz: Beschreibt man Uber 
den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks die Quadranten nach innen, 
liber der Hypotenuse nach aufien, so ist das von drei Quadranten be- 
grenzte Flachenstiick gleich dem Dreieck. Ereisbogendreiecke sind wohl 
zuerst von Vida quadriert, der vor Tannery das Prinzip der Quadrie- 
rung der Lunulae klar gelegt hat. Hippokrates hat nach dem Bericht des 
Simplidus im Eommentar zur Physik des Aristoteles, bezw. nach Eudemos 
nur die Falle erledigt, in denen sich die Quadrate der ahnlichen Sehnen 
wie 1:2; 1:3; 2:3 verhalten; die beiden andem Falle 5:1 und 5:3 
sind von Claiisen gegeben und finden sich bei Enriques im letzten 
Artikel. Der von Vieta gegebene Fall 1 : 4 (Variorum etc. liber VIII) 
verlangt die Losung des Delischen Problems (s. Trisektion). Zusammen- 

fassend: 

Gabriel Cramer: Histoire de rAcad^tuie royale de Berlin (1748) p. 482. 

G. A. Bretschneider: Die Geometrie und die Geometer vor Euklid, Leipzig 1870. 

G. J. Allman: Hennathena 6 (1877) Nr. 7 (1881); Greek Geometry, Dublin, 
London 1889. 

H. Diets, Eritische Textausgabe des Kommentarg des Simplidus, Berlin 1882. 

P. Tannery: La g^om^trie grecque, Paris 1887. 

Vor alien F. Budio: Bibliotheca mathem. (3) 3 (1902) und Zusatz 4 (1908). 
Seiner Rettung des Simplidus schlieSt sich H. Schmidt, ibid. 4 Heft 2 an, sowie 
der Referent. 
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Th. Clausen: Crelle 21 (1840), p. 375, zwei neue Mondchen 6:1 und 6:3; 
der entacheidende Satz ist schon von G. Cramer (1. c.) gegeben nnd findet sich 
auch bei G. Paueker: Die ebene Geometrie, KCnigsberg 1823. Die S&tze daselbst 
liber die Qnadrierung von Teilen des ersten HippokratBchen Mondes sind schon 
in den Acta eruditorum (1700), p. 306, durch einen Brief von Wallia aus dem Eng- 
lischen des Johannes Perks: Acta philosoph. anglican, der (1699), p. 411 mit- 
geteilt, in dem auch I'schimhatAsen und David Gregory erw&bnt sind. 

Matth. Paschen, VJher die sogenannte Quadratur des Kreises, Progr., Neifie 1877. 

G. Dosior, Arch. d. Math. n. Phys. 66 (1880), p. 193. Die Diflferenz zwischen 
dem Ereisbogendreieck und dem gemeinsamen bikonvezen Stdck ist auch gleich 
dem Dreieck (Halbkreis iiber der Hypotenuse nach auBen, Katheten nach innen). 

F. W. Fischer, Grun. 66 (1881), p. 837 (Arbelos s. Kreis). 

Z. Beggio: Quadratura di certe aree circolari, Veneto Atti (5) 7 (1891), p. 1097. 
Dreiecke, bezw. Vielecke von Kreisbogen, die sich in einem Punkte schneiden, da- 
bei Pascal und Brianchon (s. Trans versalen). 

P. Tannery (1. c): Verallgemeinerung der Quadratur der Summe eines Halb- 
mondes mit einem Ereise von Hippokrates. 

Max. Hahcrland^ Prog., Neustrelitz 1897. Eine sogenannte Erweiterung auf 
ein beliebiges Dreieck. 

[Vgl. auch E. Landau, Cher quadrierbare Kreisbogenzweiecke, Sitzgsber. Berl. 
Math. Ges. 2, 1—6, 1903.] 

7. Begul&re Folygone, Kreisteilung. (Vgl. Trisektion.) Die 
Konstruktion der regularen Polygene, bezw. die Teilung des Voll- 
kreises in eine beliebige Anzahl gleicher Teile ist wiederum eine der 
gro£en Aufgaben, aus denen sich die Geometrie entwickelt hat. Wie 
die Quadratar und die Trisektion hat auch sie ihre Losung von der 
Arithmetik erhalten. Aus dem von F, Klein: Math. Annalen 57 heraus- 
gegebenen Tagebuche Gaufi' von 1796 — 1814 wissen wir, dafi Gaufi 
das Problem am 30. Marz 1796 bewaltigt hat und 19jahrig (nicht 
17jahrig wie gewohnlich gesagt wird) die Konstruierbarkeit des regel- 
ma£igen 17-Ecks gefunden hat. Wir wissen durch Sartarius, daB diese 
Entdeckung Gaufi fiir die Mathematik entschieden hat. Im Intelligenz- 
blatt der Allgemeinen Litteraturzeitung (Jena) Nr. 66 vom 1. Juli 1796 
findet sich die erste Veroffentlichung, welche von E, A. W. Zinwier- 
mann veranla£t ist. Die vollstandige Theorie gab Gaufi dann in den 
Disquisitiones arithmet. von 1801, wo er Sectio VII bewies, daB, wenn 
n eine Primzahl und » — 1 = 2''3/^5>' . . . ., die Teilimg zuruckgefQhrt 
werden kann auf a Gleichungen 2. Grades, /} 3. Grades und so fort, so 
da£ fiir Primzahlen eine Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) dann und 
nur dann moglich, wenn n — 1 = 2" ist (wo a = 2*), und wenn N keine 
Primzahl, so mufi es, abgesehen von 2', aus Primzahlen dieser Art zu- 
sammengesetzt sein. Vgl. hieriiber F. Klein: Vortrage iiber ausgewahlte 
Fragen der Elementargeometrie, Leipzig 1895 und L. Wcmted, LiouviUe 
2 (1837), p. 366, 
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A. Allgemeines (ygl. auch Polygon). 

L, N. M. Camot (1801): P ein Pankt, B Abstand vom Zentrum, r Radius des 
Umkreises, n Seiienzahl ^PA^ = (r* -f ^') *>i ^^^^^ g^om^trie de position p. 820 
(Spezialfall des 2. Slewartschen Satzes); ein Spezialfall des ersten: „wenn p Lote 
von einem Punkt auf die Seiten des umgeschriebenen n-Ecks bedeuten, so ist 
22p^^^bnr^\ ist yon Glenie: Edinb. transactions 1805 bewiesen. 

Mai. Stewart gab 1746 in der Schrift Some general theorems etc. 64 S&ize, da- 
Ton nur 8 mitBeweis. AUe warden Ton Th. St. Davies bewiesen: Edinb. transact. 16 
(1844), p. 673 analytic discussion etc. und Tier Jahre sp&ter TOn P. Breton in 
lAauville 13 (1848), p: 281; sie beruben im wesentlichen auf Summation nach k 

Ton cos* I- - 23t -f a)' Programm flber die general theorems. P. Meutzner, Meifien 

1874, darin JS:pJ= m (22" + ^Ji?" - *+ BJ B""* + C. . .), wo A^[n]2]: 2»; 
J5 « [n| 4] : 2* . 4*; C = [n 1 6] : 2*4*6' etc. Von Meutzner selbst 

d. h. Vertauschung Ton v und B; i? ist Radius des Inkreises, v Abstand des Punktes, 
bezw. der Geraden, p^ Lot Tom Punkt auf die Seiten, bezw. Ton der A:-Ecke auf 
die Gerade, m die Seitenzahl und n <C,tn. Ebendort auch Beweis des 2. Stewart- 
Bchen Satzes: wenn P ein Punkt, p^ =» -^^jb* ^^^ ^ ^^® Entfemung yom Zentmm 
des umgeschriebenen Kreises r ist, so ist 



wo V <^m ist. Dafi die entsprechenden S&tze fur die Kugel gelten, bemerkt 
Meutzner, gibt aber an, dafi Ellis (Brief an Breton) dies fruher gefunden. Ober 
die general theorems Tgl. auch H. M. Jeffery: On theor. relating to the regpilar 
poljhedras, London R. S. Proc. 13 (1882) p. 105. 

Fran^aia: Gergonne 5 (1814 und 15), p. 341 im wesentlichen SpezialfUUe 
der 5^trar^8chen S&tze, aber selbst&ndig gefunden. 

V Huilier%chet Satz: Bibliothdque uniTcrselle 1824 mars; ohne Beweis, In- 
halt eibes Polygons, dessen Ecken die Ton einem Punkt P auf die Seiten gef&Ute 
Lote sind, ist nur abh3.ngig yon dem Abstand P's Tom Zentrum; Beweis Ck. Sturtn: 
Gerg. 15 (1826), p. 45, desgl. p. 250, wo der Satz Sal ^ const, (a^. Seite des ein- 
geschriebenen Fufipunkt-Polygons) etc., Terallgemeinert Ton Steiner: CrcUe 1, p. 38 
(s. Simson-Linie). 

Manderlier: Correspondance Quetelet 3 (1827), p. 3. Einem reguliiren Poly- 
gon ein anderes reg. Pol. Ton doppelter Seitenzahl einzuschreiben. 

A. F. Svanberg (Stockholm): Correspond. Quetelet 9 (1837), p. 72. Analyse 
des polygenes et des pyramides regulierca; dabei Polygene, deren Seiten gleich 
und deren Winkel abwechselnd gleich (trigonometrisch und analytisch). 

E.F.August: Crdle 17 (1837), p. 387; merkwurdiger Satz tlber die Gleichheit 
der Summe der geraden und nngeraden Strahlen. 

0. Terquem: LiouviUe 3 (1838). Wenn n Primzahl > 2 ist, so ist der Peri- 
meter inkommensurabel mit de^n Badius; gleichzeitig auch Ton Bouniakowsky : 
Bulletin scientifique de St. P^tersbourg 5 (1838) 16. Not., aber schon Lambert: 
M^moire de Berlin 1761. 
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D. (?): Cambridge journal 1843. Erweitenmg WaUaceBcher Sfttze. Wenn 
Pj, Lot auf Seite, so ist PiPaJP^ . . -Ptn^i + P^Pa -Ptn^ "2^^ == ^' ^* ^^® ®"^® 
Smnme -4 sin* ^- und die andere A cos* ~- und &hiiliche Siitze. 

^. ^m/of: Nouvelles annales 3 p. 246; die Anzahl der Stcmpolyeder und 
Sternpolygone erst allgemein, dann 17-Eck {nW aus n nnd n). 

C. C. Gerono: ibi 16, p. 44. Die algebraische Summe der Lote auf eine 
durch das Zentrum gehende Axe ist 0, Beweis des Carnot\^Stetcart)BChen Satzes. 

Mourgues: ibi 18 (1869), p. 158; ist d der Abstand von Ecke oder Seite, so 
ist 2dil fiir das Zentrum Minimum. 

Van der Mensbrugghe: Bulletin de Tacad^mie deBelgique 2 p. 17. Ist Snt die 
Summe der ;«**" Potenzen der Projektionen der Seiten a im regulairen n-Eck auf 

irgend eine Axe, so ist Sm == und Sm = — -^.-l,— — na"^, je nachdem 

2 • 4 • 6 • • • tn 

m ungerade oder gerade. 

N. A. Whittvarth: Messenger 4 (1876), p. 88; regelmafiige Polygone (Strecken- 
zug) im Raume. 

SpezialfdJle der Stewartschen S&tze, sowie des L*Huilierschen kehren Ofter 
wieder, so 

F, Celestri: Periodico di matem. 13 (1898), p. 166, p. 193, so in der Sammlung 
Bayriseher Examenaufgaben von Sailer der Satz: Die Summe der Quadrate der 
Seiten und Diagonalen ist n^r*. 

Fr, Meyer: Hoffmann 17 (188G), p. 50. Methodisch (mit dem regelm&fiigen 
Streckenzug beginnend). 

A. Grusineef: Rechnerisch ; die Erweiterung der Methode Abul Djuda'% fOrs 
9-Eck auf die Seitenberechnung des (2n -f 1)-Eck8: Gharkower Gesellschaft 37 
(1884). 

Die vollst&ndige Unterscheidung der — - 9(n) Arten eines regul&ren n-Ecks, 

z 

d h. der Zahl der UmliLufe um den Ereis zuerst bei L. Foinsot in der grund 

legenden Arbeit: M^moire sur lea polygenes et les poly^dres; Journal de T^cole 

polytechnique 10 (1810); vgl. auch Terquevi: Nouvelles annales 8 (1849) und deutsch 

J. Dienger, Grunert 13. 

B. Sparer, Grunert (2), 3 (1886), p. 217. Eine algebraische Kurre, welche 
mehr Symmetrieazen hat, als ihre Ordnung angibt, ist ein Ereis, bezw. besteht 
aus konzentrischen Ereisen. 

J. Casey, A sequel to Euclid, Dublin 1881; sehr einfacher Beweis dafdr, dafl 
das umgeschriebene regelm&fiige n-Eck Minimum ist, vgl. Isoperimetrie. 

G. Russo, Bourget (1886), p. 284. 1. Beweis des Satzes von Camot^ 2. des 
Satzes von E. Vigarie: Wenn S^.p, alle Diagonalen von der Ecke Aj^ bezeichnen, 
so ist JSif p = 2(nl2* — a*), wo a die Seite. 

L. Vautre, Bourget 13 (1893), p. 248. Einem regelm&fiigen konvexen n-£ck 
ein konvexes Polygon einzuschreiben, dessen n-Winkel gleich sind, wenn eine der 
Ecken gegeben ist. Vgl. Artikel CastillonQchea Problem. 

L. E. Dickson {Catalan, g^om^trie): Annals of mathematics 9 (1894—95), p. 78; 
American mathem. monthly sept. 1894. 

V, Bochow, Programm, Magdeburg (1896). Eine einheitliche Theorie der 
regelmUfiigen Yielecke. 
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E. DoUzal, Crrunert (2), 16 (1896), p. 172—222; sehr ausftihrlich, wenig Neues. 

cT. Oppert (der groBe OrientaliBt), S^rie pour determiner le c6i6 d*un poly- 
gone r^g. de.n cdt^s, Aasoc. fran9. pour Tavanc. des scienc. Sobs. 26 (1896), p. 133. 

M. Dietrich, Summon gleich hober Potenzen der von einem der Teilpunkte 
eines gleichgeteilten Kreises gezogenen Strahlen. — Bl&tter flir d. Bayr. Gymnas. 
Wescn 88 (1897). 

Im Cambridge journal 2 (1842) (Senate - house problems 1886) ein alge- 
braischer Beweis, dafi ein um ein Oval geschriebenes regelm&fiiges Polygon Mini- 
mum ist, ein elementar geometrischer Beweis von Goodwin, Cambridge and Dublin 
(1848), p. 181 (im (Ibrigen s. Isoperimetrie). 

LUerarhistorisch, 

Chr. Wiener, Vber Yielecke und Vielflache, Leipzig (1864). 

8. (xiMher, Yermischte Untersuchnngen zur (iescbichte der mathematischen 
Wissenschafben. £ap. I, Leipzig (1876). 

Max BrUekner, Yielecke und Yielflache, Tbeorie und Gescbichte, Leip- 
zig 1900. 

M. Curize, Zur Gescbichte der Kzeismessung und Kreisteilttng im 16. Jabrh., 
fiibl. math. (9) 2 (1901), p. 48. 

a. Allgemelnes. 

Die N&herungskonatruktionen, welche best&ndig wiederkehren, sind die so 
genannte „Bendldini%c\iQ von 1689 und die des Hersfogs Bemhard von Sachsen" 
Weimar, welcbe /. A. Timtnermana in der Cor- 
respondance Quetelet (4), p. 349: Sur rinscription 
des polygenes reguli^res dans le cercle mit- 
geteilt hat. 

C. Benaldini, ACB gleicbseitig, AB in n 
TeUe, E zweiter Teilpunkt von A aus, CE trifft 

in F, so ist AF[^ Peripherie. (Pig. 12.) 

I n 

Benikard von Sachsen-Weimar : AD =^ — 

n 

Durchmesser, AF ^= CO ^^^ ,,CQ scbneidet in 

n 

E, so hai DE[8^ vgl. aucb Hoffmann 28 und 
Educational times 66 (1892), 11121; Pressland 
(1892). (Fig. 13.) 

Die Konstruktion von BenaAdini wird von 
Timmermans 1. c. p. 346 Bion, Traits de la con- 
struction etc. (1762) und vielleicbt DeviUe, Traits 
de fortification (1628) ^ugeschrieben, desgl. von 
HoHsel in Nonvelles annales 2, p. 77. Im Grunert 24 (1856), p. 318 stebt sie „aus 
Bncb unbekannten Yerfassers, unbekannter Jahreszahl". Die BenaMinische Kon- 
struktion riibrt von A. de Bosse her, der die DevilleBche ein wenig yerbessert hat 

im Traits des pratiques g^om^trales 1666. (Ygl. dazu Preasland Edinburgh M. S. 

2« 
proceedings 10 [1892]). Sie ergibt fdr cos — den Wert 

n 




(w — 4)(8n + yn*+16« — 32) . 

4(n* — 2W-I-4) 
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II. Speaielles. 



Die Eonstmktion ist darch lempier: Nouvelles annales 12 p. 345 nnd ibi 13 etwas 
abgelLndert; danach ist: 

2« 12n + }/48n* — 6n 



cos — =» 
n 



3n^+16 



und ist sehr genau, wenn n^8, Maximalfehler 2' 48'' von n = 12 an, wo sie 
exakt ist. Ob n geracle oder~(Noav. annal. 13) ungerade, man schneidet, vom 

2 • f 1 

Zentrum aus ■ — ab bis J (s;'Fig. 12) zieht CJ, schneidet in ^H", so ist GSy— Peri- 
pherie. Bis zn 10^ ist Benaldini vorzuziehen. Eine allgemeine Metbode von 




.^--"---^A 




Fig. 14. 

V. ScMegel: SchUhnildi 22 (1877), p. 332 (s. bei Quadratur [Bogen]), regulares 
Dreieck (s. Dreieck): Gergonne 14, p. 376; Newcastle magazine Dez. (18'J6). 

b. Besondere Yieleeke. 

5-Eck und 1 Eck: Die Konstruktion von PtolemUus, I) Mitte, BE =^ J) Ay 

8 8 

80 ist OE = — und ^J5 = ---, (bei Jacohi) van Swinden (1834), bei Laurent: 

xu o 

Bourget (1896) (aber scbon bei DUrer)^ und Educ. times (01) 12291. J. H. Hooker 

{EHr Stemfanfeck, s. Laurent). (¥ig. 14.) 

Das ganze regelmSLfiige 6-£ck v. Staudt: Crelle 24, p. '251.obne Beweis, den 
H. Barrel: Nouv. annal. 11 (1852), p. 388 gibt. 

E. Firron, Nouvello correspondance 1 (1874), p. 89. Neue Konstruktion. 

E. Collignon (Methode von Legendre) Association fran9aise (1879), p. 162. 

M. Chapt*on, Bourget 1885, p. 119, teilt die Konstruktion aus Chardon cours 
de dessin lin^aire 1857 mit. 

J. Cemesson, nur aus dem Umstand, dafi 2 -f- ^ = ^ Bourget (1890), p. 49, 
ders. Bourget (1891, p. 121, ibi (1895) (vgl. [1893] p. 17 Ptokmaos!).' Drog-Farnf^ 
regelmftSiges 5-Eck bei gegebener Seite dazu, Mannheim p. 623. ■ 

A, Droz-Famy^ Bourget (1897), p. 106 (3fasc^ont-Konstruktion). 

Pentagon von Albrecht Durer untersucht durch van Aubel (Nouvelle corre- 
spondance) (3) (1877), p. 386. A = B ^ 108« 12' 1", D = 109« 16' 42", E ^ C = 
107^2' 8". Das Pentagon ist schon 1471 von Joh. Honk gegeben und Clavius hat 
in der geometria practica die Winkel verbessert. 

Ich bemdrkenOch die Konstruktion von Henri Postula, welche E. Catalan, 
thdor^mes et problemes (6. Aufl. [1879], p. 282) angibt, und Stuyvaert: Maihesis 
(1899), p. 20 und Fon^efi^ ibid, .und Dames: Educat. times (70) 13766, p. 86. 

t^ber die Na,herung8konstruktionen Albrecht DUrer's handelt das bekannte 
Programm von S. Giinther (5, 7, 9, 11, 13, Trisektion etc.) Anshach 1886 und 
H. SteigmUller, Durer als Mathematiker, Progr. Stuttg. 1891. 
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Eine S-EckkoiiBtniktion mittels Eravattenknoten auB den R^cr^tdons math, 
von E. LtUios ist in Mathesis 3 (1883), p. 64 abgedruckt. 

Dts 17-Eck: Nachdem Gaufi auf arithmetiBchem Wege in den DisquiBitiones 
arithmeticae die Abh&ngigkeit der Seite deB n ^ (2^ -{■ 1)-Eck8, wo n eine Primzahl 
ist, von einer Eette quadratischer Qleichnngen und damit die Eonstruierbarkeit 
gegeben, hat A. M. Ampere die IT-Teilnng elementar-geometriBch bewiesen (bei 
Cmtalan 1. c. p. 267) : Crelle 24, p. 261, die schOne Eonstruktion von v. Staudt (Lineal 
und fester Ereis) obne Beweis, den H. Schroeter trigonometriBch gibt, der Crelle. 
76 (1872), p. 18 die Eonstruktion von Staudi's vereinfacht und beweist. (HaUel 
franz.) Sehr hflbsche Eonstruktion: W. Richmond ^ Quarterly journal 26 (1893) 
p. 206. V. A. Lebesgue, Nouvelles annales 6 (1846), p. 683 (cos 16a; — cob re = 0). 

Auf eine Bemerkung von F. Klein: Anmerkung in den Yortr&gen fiber aus- 
gew&hlte Fragen der Elementargeometrie (1896), p. 27, gibt L. Gerard (Lyon) eine 
Jtfa«cft«r(>nt-EonBtruktion mit 27 Ereiscn: Math. Annalen 48 (1801), p. 360 und desgl. 
G. MtUsow, Progr. 691 (1898) Schwerin, aber vgl. ^, Adler (1891) unter Ereis. — 
R. GUntxhe in Sitzber. Berl. Math. Ges. 2 (1903) p. 10—16 geometrographische 
Siebzehnteilung des Ereises. 

G. FantenS, Mathesis (2) 9 (1899), p. 179. Mariantoni und PcUatini, Nouv. annal. 
(1899), p. 126. 

Nouvelles annales 6 p. 340 gibt Berton an, dafi, wenn man um einen Punkt 

der Peripherie mit 0,74 des Durchmessers einen Bogen schl&gt, die Peripherie 

8 9 

nahezu in - und ~r zerlegt wird. Berechnung der 17-Eck8eite bei V. Bochow: 

Schlomilch 38 p. 260. Catalan (I. c. p. 806) bemerkt, dafi die $^J nahezu 1/ -, was 

die JRendldinieche Eonstruktion gibt. 

Yergleiche fiber das 17-Eck auch KlUgel 6 p. 811, wo Paucker, Sothe, Eninger, 
Chrunert gewfirdigt sind. 

An Gaup anschliefiend gibt J. A. Serret im Cours d'Algebre sup^rieure (3. Aufl. 
Nr. 636) auf algebraischer Grundlage sehr verst&ndliche elementor-geometrische 
Eonstruktionen. 

Die Eonstruktion C. G. Ch. von StaudVs wird von O. Affolter auf alle regu- 
laren Polygone, die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen [Gaup'\^ aus- 
gedehnt: Clebsch Annalen 6, p. 682, 692, Beispiel: Eonstruktion "des 257'EcJc8 auf 
p. 688. 

Die grofie Arbeit Richelot's: Crelle 9 fiber das 267-Eck ist algebraisch. 
Dasselbe behandelt Sehtoendenheim^ Programm Teschen 1892 und 93. 

Die Arbeiten von J. Hermes fiber das (2'^-^ 1)-Eck sind handschriftlich im, 
Seminar von Gdttingen aufbewahrt. 

c. Besondere approximatlTe fionstrnktlonen. 

Sj {-- S^ Henri Postula (bei Catalan L c); dasselbe Plagge, Hoffmann 4, 

p. 366 und bei den Indem und Abul Wafa und im Eodex lat. Monacensis 14111 . 
(Angabe von M. Curtze). Postula: AB und CD zwei aufeinander senkrechte 
Durchmesser des Ereises 0, CE=^r, BF =^ DE = FH = FC; AJ=^AD, 
JD = JK, dahn ist: AH{8^, 0H{8t^, 0J{8^^, HK[8^^. (Fig. 16.) 

Matthew CoUirn, I^^ouvelles annales 6 (1896), p. 226. Die 7-Teilung auf Drei- 
teilung eines Winkels qp, so dafi tg 9 = 3|/3, gegrundet; hfibsche Eonstruktion, 
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U. Spezieiles. 



Marqfoy ibi 9 (1850), p. 233; T-Eck-Konatruktion von Vieta hewieaen. Weihrauchy 
Grunert 48 (1869), p. 116, 14-£ck. T-Eck-Konstruktionen anch in J. 2'odhunter*B 
Enklidausgabo von 1861. 

G, Affolier, Clehsch Annalen 6 (1874), p. 692, 7-Eck und IS-Eck (Trisektion). 

E. Pascal, ^attaglini 25 (1887), Konstruktion mit Hilfe eines KegelRohnittes, 
wenn n PrimzaU und n — 1 = 2^' • 3, anf 97-Eck, 18-Eck, 7-Eck angewendet. 

A. Howe J '^he approximate inscription of certain regular polygons. Annals 
of mathematics 5 (1889) p. 12; 9-Eck, 11-Eck, 13-Eck mit Fehlerschatznng, 9-Eck 
sehr genau. 

A. D6ny«, Mathesis 10 (1890) p. 162 und 216, 9-Eck, a^ als die Differenz der Seiien 

1 



der beiden Stem-9-Ecl^e (Ptolefnaioe). 3 Sg 8^' «, 



8 2 1,1 



^8 ^9 *9 



« 



—f etc. {Bitter: 



AsBociat. fran9. 1^79. a^^^a^a^'a^*', wo a das Apothema; (kleiner Radius)]. 

H.J. Pressland, Edncat. times 50 (1894) 11 609; s„ { -s,; 8^^ —8^\ «io— ^jy «,5, 

ibi 11541, 17-Eck: Mitte des Radius mit Ende der 17. Eckseite, ibi 11468 sehr 
hiibsche 9-Eckkon8truktion. D Mitte, 2>0jP=45:2, BE{Sg. (Fig. 16.) Matthew 





Fig. 16. 

CoBiWll-Eck: Educ. times 69 (1898) p. 128 No. 4653 CA^s^, AB^s^, D Mitte 

von CB, E von BA, so ist EaIs^^ (Bogen 82 * — } 38) 

Eatrenioff, 7- and 9-Eck bis 0,001, SpaeinskCs Bote No. 146 (Russisch) AM 

—2 KM nur um 0,00 137 >ay (Educ. times). (Pig. 17.) 

Direkt geometrischer Beweis, dafi das 12-Eck 
== 3r* von 

J. Kurschdk, Ungarische Berichte (15) 196 (1898). 

F. Jarolimek, regulftres 15-Eck, einfache Relationen 
der Seiten, Casopis 27 (1898) p. 231. 

J. Paoli, Construct, du degr^ de la circonf^rence. Re- 
vue de math. sp^c. 10 (1899) p. 318, Neunteilung durch 
den lima9on de Pascal, der Grad durch die Gleichung 

1 3 3 2 

— = — -, auf Neunteilung reduziert. 

860 5 8 9 

Freeth, Kurve fflr regulftres 7-Eck, 9-Eck und 11-Eck, London Math, society 
Proceedings 10 (1879) p. 228. 




Fig. 17. 
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Historisch: M. Cantor, t^er einige Konstroktionen von Lionardo da Vinci 
5-£ck, 8-Eck, 9-£ck und 18-Eck), Berichte der Hamburger mathematischen Gesell- 
Bchaft 2 (1890) p. 8. 

E, W. Grebe: ScMSmikh 8 p. 226, Relation <i* = «6" + «lo aua Poly- 
edrometrie. 

E, Fra/nken: Mathesis 9 p. 109, einfach geometriflcher Beweis der Relation: 



^yr (r + - «)—]/*' V "'" 2 V' ^^ * "" '« ^"^ ^ "" *«< 



d. Stempolygone. 

G. Do8tor, Grunert 69 p. 376, derselbe ibi 61 (1877) p. 409. Die Plftche 
eines regal&ren Polygons von 2n -f- 1 Ecken und hOchster Art ist die H&lite des 
2 (2n«|- l)-£cke8 hOchster Art im selben Kreis. Ders. Bottrget (1880), nombre 
relatif dee polygons reguli^res de n et de 2n. Die Seite zweier korrespon- 
dierender legularen Polygone sind Katheten mit dem Durchmesser als Hypotenuse; 
Derselbe Satz gilt von kongruenten 2n-Seiten der Art p und der Art n — p; den. 
lAouville (3) 6 (1880), aber mit Yorsicht zu gebrauchen. 

(^^ve) lAdy, Bowrget 1 (1877) p. 13, Inhalt der Stempolygone. q Art » 

A. 
EP- . , wo A das Apothema des Sternpolygons und P der Umfang des 

zugeh5rigen einiachen regul&ren Polygons. 

Th, F. Muir, Messenger 3 (1873) 47, A property etc. Ist n^ das Produkt 

je einer Seite aller zur n-Teilung gehOrigen Polygone, so ist n^=^l^ aufier wenn 

n die Potenz einer Primzahl p ist; dann ist n = |/p(Kreisteilungsgleichang, Gaufif) 



e. Kreisteilimgy gowelt ale nieht zahlentheoretiseh: 

Einen Ereis in Telle zu teilen, deren Inhalt und Umfang gleich ist. 

Simon L'Huilier, Gergonne 1 p. 264, durch die 2 Halbkreise, deren Durch- 
messer zusammen gleich dem des Kreises 
Bind. (Pig. 18.) 

J, D. Gergonne (ibi 6 p. 67), Kreis- 
teilung in Teile yon gleichem Umfang und 
gegebenem Inhalt8yerh3.Itni8 (cfr. L'HuiUer). 

Praktische Kreisteilung durch den 
Zirkel, Graf Pfeil, GruneH 40 (1863) p. 163. 




Fig. 18. 



f. Bogenteilnng (ygl. Trlsektion): 

E. CoUignon, Statique (1873) p. 277, 
Paris, graphische Methode. 

E. CoUignon, Congr^s de Toulouse 
(1888) 18. Jan. A. Pellet, Bulletin de la 
soci^te math^matique de France 16 (1888) p. 113; ders.: Division approximative 
d'un arc de cercle dans un rapport donn^; Comptes rendus 105 (1887) p. 1119, 

M. Blasendorf, t^ber die Teilung des Kreisbogens, Berlin 1896; vgl. auch 
Progr. (1901) No. 124. 

Simon, Klementargeometrie. 6 



82 n. Spezielles. 

Ygl. auch Trisektion. — Die meisten Arbeiten sind algebraisch oder zahlen- 
theoretisch. z. B. ist die zit. Arbeit von C. Dickson in den Annals dnrchaus alge- 
braisch, desgl. ans den Archiv. N^erland. des sciences exactes etc. {E. H. v, BaMm- 
hatter), R. Lobatto, Budin, Ghyben, Buys Ballot. 

Segment, das ein bestimmter Brnchteil des Ereises ist: Emil Lampe, Mathesis 
(2) 7 (1897). Allenfalls gehdrt hierher Graeber: tJber die pythagoreischen Drei- 
ecke und ihre Anwendung anf die Teilung des Ereisumfangs (approximativ auf 
7, 26; 11, 13 . . . angewandt). Grunert (2) 16 (1897) p. 439. 

8. Trisektion, bezw. Multisektioii des Winkels. Das ^^zweitausend- 
jahrige Problem^' der Trisektion gehort wie das der Quadratur des 
Ereises zu den Problemen, an deren Losung sich die Elementar- 
geometrie eutwickelt hat. Nachdem die Hellenen mittels des Pytha- 
goras die Gleichungen des 2. Grades auf geometrischem Wege gelost 
hatten^ gingen sie an die des 3. Grades^ die sie auf die beiden sogen. 
Delischen Probleme: Verdoppelung des Wiirfels und Trisektion eines 
beliebigen Bogens oder Winkels zuruckfUhrten. Nachdem Vieta den 
casus irreducibilis der Gleichungen 3. Grades mittels Trisektion bewaltigt 
und Descartes, sowie Fermat die Eorrespondenz von Gleichung und 
Kurve als ^,analytische Geometrie^^ zur allgemeinen Kenntnis gebracht 
hatten^ war es klar^ daB die Trisektion mit Zirkel und Lineal allein 
unausfiihrhar sei. Den strengen Beweis hat algebraisch L. Wantzd, 
der so friih der Mathematik entrissene^ gefdhrt: lAowoille 2 (1837), 
p. 366. Der entscheidende Satz findet sich in F, Klein^s Vortragen 
liber ausgewahlte Fragen der El.-M. (1895) p. 10 No. 15. Trotzdem 
lieBen die Yersuche nicht nach, obwohl die franzosische Akademie 
auch hier den Beschlufi faBte, keine Losung zu prtifen. Nicht einmal 
der Beweis der Unlosbarkeit (von Grifont) wurde eines „Rapport" ge- 
wiirdigt. Und das Jahrhundert schliefit mit einem mifilungenen und 
wertlosen Versuch eines Pfarrers: Die Dreiteilung und Ftlnfteilung des 
Winkels allein mit Zirkel und Lineal, 1900. 

Die Losungen zerfallen in 1) approximative mit Zirkel und Lineal, 
teils Zufallslosungen, teils auf Grund algebraischer oder trigonometrischer 
Rechnungen, 2) genau mittels fester hSherer Kurven, besonders C^ aber 
auch C^ und (7^ und 3) mittels mechanischer Listrumente. 

a. Znsammenfassende Dtrsteilnngen. 

J. E. Montucla, Histoire des recherches sur la quadrature du cerde etc. avec des 
notes par J. L. Laeroix, Paris 1881; hervorzuheben ist der Beweis der Irrednzi- 

Q 

bilitat der Gleichung x* — a; -|- sin tp durch Trennung der Wurzeln und den 

4 

Nachweis, dafi sin -^, sin , sin "\ derselben genugen. 

8 3 8 

0. Hellwig, Das Problem der Trisektion, Halle (1856). 
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W. W, Ghiiniher, Winkelteiltmg, speziell Trisektion, Programm Delitzsch (1877). 
K, Hesse, Trisektion, Programm Montabaur (1881). 
VaTiaus, Casopis X (1881), 168, Literatnr. 

F. Klein, Vortr&ge dber auBgewfthlte. Fragen der Elementargeomeirie, Leipzig 
(1896) (Beweis der UmnOglichkeit). 

M. Blasendorff, Vfber di^ Teilung dee Ereisbogens, Programm 122. Berlin 
(1896). 

Sigism. WeUisch, Das 2000j&hrige Problem der Trisektion des Winkels; Zeit- 
schrift f&r Osteireichische Ingenieure und Architekten, (1896) p. 21; dort ist auch 
ein Yortrag yon 

Gegenbciuer erw&hnt. 

Franc. Mardones, £1 problema de la Triseccion del angnlo, Bd. 101 der 
Anales de la Universidad de Chile 1898. 

Alberto Cant* in Enriques, Questioni 1900, Artie. 13, dort aber fur NiLherungen 
nnr Italiener, etwa von 1870 an berficksichtigt. 

t^er die arabische Trisektion (Hussein), Corresp. Quetelet 11, 1826. 

Vfber die schGne Trisektion Albrecht DUrer's Ton 1625, die erste, in der 
meines Wissens snn&chst statt des Bogens die Sehne geteilt wird, S. GUnther, Die 
geometrischen N&herongskonstruktionen A, Durer^s, Programm Ansbach 1886. und 
H Staigmtiller, Dwrer als Mathematiker, Programm Stuttgart 1891. 

Bibliographisch : Q. Vaientin, Bine seltene Schrift fiber Winkeldreiteilung, 
Bibl. math. 1898. 

E. Wolffing, Mathematische natarwissenschaftliche Mitteiiungen inWurttem- 
berg 2, 21—27 z&hlt tlber 200 Arbeiten auf. 

Ich erw&hne hier: 

H. Brocard, M^moire sur divers probl&mes de g^om^trie dont la solution 
depend de la trisection, Algier 1874. 

Es ist 0elb8tyerstS.ndlich , dafi jede Qleichung dritten Chrades auf die Tri- 
sektion zurfickgefQhrt werden kann- 

b. Annfthemde Ldgnngen. 

Qtierretf Gergonne 16 (1825) p. 108 trigonometrisch. 

Capitain Unonius (Malm5), Gruneii 16 p. 228 (1860). 

Veniot^ Comptes rendus 66 p. 619, 730 (1868). 

Blcm (Norwegen) um 1870, der sich viel mit der Trisektion besch9.ftigt hat. 

G. V. Schiaparelli, Kegel des Herrn Baratto, Bendiconti del Istituto lombardo 
(2) 2 (1869), praktisch genugend; derselbe hat auch die hdbsche LOsung von 
Pompeo Monti auf ihre Genauigkeit geprdft. 

E. W. Genese, Messenger (2) 1 (1872) p. 181. 

E, Catdlan, Melanges mathdmatiques t. 1 p. 366. 

W. Thiese im „Scientific American^* (1877) von Studnicka in der Casopis 
reproduziert. 

0. P. Dexter, The division of angles, New York 1881, auch mechanisches 
Instrument. 

Emtl Lampe, Crelle 100 (auch Multisektion) beliebig genau. 

Yolksschullehrer Averdieck, (iiberraschend genaue und einfache Zufalls- 
I5sung) von K, Schwering im Programm Coesfeld (1886) mitgeteilt, dazn E. Lampe, 
CreUe 106. Bestimmung der gr5fiten Abweichung. 

6* 




g4 D- Spezielles. 

E. CoUignon, Association fran^aise pour raTancement des sciences 16. Tou- 
louse (1887). 

E. Fartin, ein Ingenieur, batte, anknflpfend an DUrer, gefunden, dafi das 

Lot Ton einem der Dreiteilungspunkte auf der Sehne bis an den trisezierenden 

7 
Strahl — des Pfeiles ist. CoUignon diskutiert die Regel 

far n-Teilung und zeigt, dafi, wenn AOF^^ — von BO J. 

n 

('^ an) ist, wenn an Ton bis ---variiert, DE :AC zwischen 

den engen Grenzen -r- -^ = — - nnd — tg -— schwankt, 

* 3 n* n ^ 2n ' 

wo GD = ~ Ton Ba (Fig. 19). Im Falle 3 ist -^ ein 
Pig. 19. n V -e / j2 

Mittelwert. 
Hieran knfipft an: 

A. Pellet, Bulletin de la soci^t^ math^matique de France, 16 (1888) p. 113. 
John Bridge, ^Nature 42 (1890) p. 416. Multisektion, gesttltzt auf den Satz: 

Wenn ein zweiter Ereis sein Zentrum auf der Peripherie eines ersten hat, so 
schneidet jeder Strahl durch proportionale Bogen ab. 

Die Eonstruktion des Bogens von Goring (bezw. Scheffler) (s. Qua- 
dratur) findet sich auch bei Bridge. 

B. Dorr, Ldsung des Problems der Winkelteilung (Fehler durchschnittlich 
nur 2 Bogensekunden), Progranim Elbing (1893). 

A, Pegrassi, Mathesis 13 p. 247: zwei Methoden einfacher Art; Educational 
times (1893) p. 405, Winkel von 120 ^ 

E. Cominotto, Trisez. approssimata delP angolo, Padova (1896). 

Neben einer Konstruktion yon Cominotto, die selbst fdr 9> =» 180 
nur einen geringen Fehler gibt^ ist dort eine sebr einfache Eonstruktion 
erwahnt: Man verlangert den halbierenden Radius um sich selbst und 
yerbindet den Endpunkt mit dem diametralen Punkt des einen Schenkels, 

so schneidet diese Gerade yom anderen Schenkel aus nahezu -^ ab. Der 

Fehler ist bei 30^ nur 2\ wachst dann aber schneU, er ist bei 60^ 

schon liber 2®. (Huygens.) 

Fr. Strempel, VfbeT ein N&herungsverfahren zur Teilung von EreisbOgen. 
Programm 663 (1894) Rostock, verwandt mit CoUignon und Pellet, 

Soil yon dem Bogen AF yon F aus — abgeschnitten werden, so 

schneide man yon der Sehne FI » — ab und yom Radius MF das 

n 

Stilck FG^ , und ziehe 6r/, das den Bogen in E trifft^ so ist 

FE nahezu ~. Der Fehler betragt bis 30® hochstens 4,84". Strempd 

hat dann im Programm 748 (1903) durch eine Hilfskonstruktion den 
Fehler zwischen 30^ und 60® auf hochstens 6" herabgedrdekt^ ygl. auch 
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sein Programm Rostock 690 (1898). Die Aaffindnng des (n + 1)^ Teils, 
weun der n** Teil gegeben ist, schon bei Meibomius (Aristides Quintilir 
anus), 8. Streckenteilung. 

M. Rasehdorff (loco sub a. citato) setzt als erste Annahenmg 
die Seiten des Dreiecks statt den Sinus den Winkeln selbst proportional; 

er untersucht die Fehlergrenze E und findet^ daB E < ^ ^ des Radius^ 

Oder kleiner als 30' ftir 9> ^ -r-; der Fehler wird durch Halbieren 

kieiner als der achte Teil. Blasendarff gibt dann noch eine Eon- 
stniktion mittels des Apollonischen Kreises, welche er im Programm 
124 (1901) genauer untersucht. 

Emgt Bjorling, Grtmert (1896) p. 2. 
C. Frenzd, Hoffmann 80 (1899) p. 866. 

Eine ganze Reihe Yon Naherongskonstruktionen, ;>eiiiig6 sehr genau 

imd staunerswert einfach^^, sollen sich nach 8. WeUisch bei N. FiaJr 

Icowski, Die Teilung des Winkels und des Kreises, Wien 1860, finden. 

Ich weise ganz nacbdrUcklich auch auf seine ,,Zeicbnende Geometric^, 

3. Aufl., Wien und Leipzig 1883, bin. Nach der Angabe, die bei 

WeUisch tibet seinen Interjektor gemacht ist, yermute ich, daB yiele 

davon alt sind. 

YoJxH.Schoeler, Orunert{S) 4 (1902) p. 128—129 ist eine Multisektion angegeben, 
welche die n- Teilung auf die (n 4- 1) - I'eiloiig in sehr einfacher Weise zurfick- 
fClhrt („nach langer tTberlegung und Yersuchen**) , zu der ibid. p. 180 Emtl Lampe 
die Fehlerberechnung angibt. 

e. Feste Kurren. 

Da die L5sung mit Zirkel und Lineal nicht gelang und wegen 

der imi^naren Kreispunkte im Unendlichen auch nicht die L5sung 

mittels mehrerer Kreise gelingen konnte, so erfanden die Alton andere 

hohere Kurren: die Quadratrix des HippiaSj die Spirale des Archimedes^ 

die Eonchoide des Nikomachus und Yor allem die Eegelschnitte, wie 

denn die gleichseitige Hyperbel unmittelbar mit der Dreiteilung zu- 

sammenhangt. Dazu gesellte sich spftter die Strophoi'de (Huygens), die 

Eardioide, der lima^on de Pascal, und es wurde allmahlich klar, daB 

jedes Problem, welches auf eine Qleichung dritten oder vierten Ghrades 

fahrt, mit einer festen Eurve zweiten bezw. dritten oder vierten (trades 

gelost werden konne, was schon Descartes in seiner Geometric ge- 

lehrt hat. 

Azinuxt, Trisection snivie de quelqnes recherches analjt. but le mdme si^jet 
par J. E. Gamier 1809 (Kardiolde und lima90n) dazu 

JD. Foinsot, Recherches but Tanaljae des sectiouB angnlaireB, Paris 1825. 
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Mich. Ghasles, Gours etc., gleichseitige Hyperbel (Pappus), Traits des sections 
coniques (1866) p. 86. 

Dejardins, Nouv. ann. (1862) p. 128, ibi 16 p. 882. Toscani, PuBpunktkurve 
des Ejreises (Kardiolde). 

Tiete^ Grunert 30 (1868) gleichseitige Hyperbel, ibi 34 J. Walter, Hyperbel. 

Albrich, Programm Hermanstadt 1868. 

R. Glotin, Teilung ilberhaupt ond Trisektion, M^moires de Bordeaux (1868), 
sehr detailliert, Eoncholide, liina9on, Arbeit eines Laien (s. aber d. Instrumeute). 

Jouanne, Li]iia9on de Pcucal, Nouv. ann. (2) 9 (1870) p. 40. 

H. Hippauf, Eoncholde mit zirkularer Basis, Hoffm. 8 (1872) p. 2 16, wie Curtze 
bemerkt, Iftngst bekannt; derselbe mit Fufipunktkurve des Kreises, Leipzig (1872). 

E. Lucas, Nbuy. correspondance (1872) p. 14 mittels ded Zylinders, nach 
einer Bemerkung von Descartes, opera t. 6 p. 66. 

Ge(yrg Sidler, Programm Bern (1876) (Literatur, Koncholde). 

F. Zebranski, Bulletino delle scienze matem. ed astronom. (1876) p. 278; feste 
Parabel (Descartes). 

G. Garbieri, Battaglini 16 (1877) p. Ill; feste Hyperbel — «•, — s\ wo s 
die Sehne (Pappus). 

A. Badicke, Grunert 63 (1879) p. 828. 

Vahaus, Casopis 10 (1881) p. 163, Eurve dritten Grades. 

Carmine AkUo, II Pitagora, 2. Jahrg. No. 4, Lima9on de Pascal. 

W.Panzerbieter, Grunert (2) 10(1891) p. 822 feste Hyperbel; ders. Programm Ber- 
liner Falkrealgymnasinm; ders. Grunert (2) 11 (1892)p.344 feste Ellipse, p. 488 Parabel. 

Stephan Glaser zeigt ibi (2) 12 (1894) p. 367, dafi jede Eurve zweiten Grades 
triseziert, allerdings sehr umstSLndlich, ibi (1896) p. 446., L. v. K6ppen; p. 210 
E. Fischer (trigonom.). 

Mariantoni und Palatini, Nouv. ann. (3) 18 (1899) p. 126 (Polysektion, regu- 
19.res 17-Eck). 

W. Heymann, XSh&t Winkelteilung mittels Aranelden, Schlom. 44 (1899) 
p. 263 (auch f^ regulftre Polygene). 

d* Instrumeiite. 

Instramente zur Trisektion haben schon die Alten benutzt; Archi- 
medes hat mutmaBlich mit einem Streifen oder Lineal die Ein- 
schiebung des Radius bewirkt (vgl. M. Cantor), Nikomachus ein In- 
strument fiir seine Eonchoide hergestellt. Instrumente haben auch 
Vieta und Huygens konstruiert; einen sehr einfachen Trisektionszirkel 
hat in den Acta Eruditorum yon 1695 p. 290 Ceva, der Jesuitenpater^ 
angegeben^ den in demselben Band Tschirnhausen fiir sich beansprucht. 
Instrumente zur Trisektion sind zahUos^ es werden immer neue patentiert, 
yielleicht aus dem Grunde^ weil sie niemanden als den Erfinder schadigen. 

Instrument zur Trisektion von T. Tate, Philosoph. Magazine (4) 19, April 
1860 p. 261, schoa traltd analyt. des sections coniques von De VHopital (1707). 
2. Aufl. (1776). 

(eh. Marinelieuten.) P. Glotin, M^moires de Bordeaux t. 2 (1863) p. 16, sehr 
einfach und leicht zu handhaben, Beschreibung bei Blasendorff (1. c.) and bei 
Enriques, art. XHI.; der Multisektor praktisch unbrauchbar. 
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E, Saymii^ Mondes (2) 22 (1870) p. 248, Instniment znr Archimedischen 
Spirale (welche mit der Abwickelung eines Ereises in einfachster Beziehung steht), 
daza E. Horst, SMdmildi 24 (1879) p. 407. 

A. O. Herschel, Qaarterlj Journal 4 p. 816, Bechte Winkel in Teilung. 

A. Perrin, Winkelteiler, Soci^t^ math^m. de France 21. Jnli (1875), (Kon- 
cholde) wie Hippauf (1. c). 

C. A. Laisant, Trisektor (lima9on) 21. Aug. (1875). 

G. Emsmann, Einfacher Trisektor (Folium Carieii), Hoffmann (9) p. 42. 

E. LucM, Spftriacher Eompafi, nouv. ann. (2) 15 (1876) p. 8. 

Bepecaud, Trisektionszirkel, ibi p. 882. 

Qu.Amadari, Sulla irisez. d'un angolo qualunque, Savonal883; Beachreibung 
bei Enriquea p. 457. 

Hauptmann Hermes, Hoffmann 22 (1891) p. 401, mit folgendem, sehr hflbschen 
Trisektionssatz: 

Zwei gleiche Ereise M und M^ , gegenseitig durch Zentrum, AB irgend eine 
zu MM^ parallele Sehne, so wird AMB durch MS gedrittelt. (Fig. 20.) 

A. V. Frank, Papierstreifen, Grunert (2) 11 (1892) p. 207. 

Alw. Korselt, Ober einen Mechanismus etc.; ungerade Teilung mittels Claufi- 





schen Winkels (Dr. Claufi, Jurist, Meerane), Sc?d6m. 42 und 43 (1897 und 1898). 
G. de Longchampe, Congr^d de Be8an9on, Association fran9. Bourget (1894). 
A. Straufi, Modell (Lineal mit Winkel, Grunert (2) 12 (1894) p. 177. 
H. Hartl, Der Bechenwinkel, Beichenberg (1894). 
Gulielminetti, Zentralzeitung f&: Optik und Mechanik (1895). 
Sig. Wellisch (1896) (1. c). 
K. Frankhaitser, Hamburg, Winkelteiler*), patentiert am 11. Mftrz (1902). 

9. Versohiedene Kreias&tae. Ygl. Dreieck, Yiereck^ regulares 
Polygon, Ptolemaios etc. 

Die Wbgenfldche des Archimedes bei Cantor, Vorlesungen fiber Greschichte 
der Mathematik Bd. 1. 

tTber den Arbelos des Archimedes hat /. Mackay, Proceedings of the Edin- 
burgh mathematical society 8 (1885) p. 2 — 11 einen Bericht gegeben. Im selben 
Bande p. 119 eine Note von Th. Muir fiber den A. Der Arbelos (Schustermesser) 
ist die von den Halbkreisen AGB, BIG, CMA eingeschlossene Figur. Sie findet 
sich in den (arabischen) Lemmaten des Archimedes, bei Pappus Buch 4, p. 15 — 18 ; 

*) Der praktisch vollkommenste wohl FiaJkowskt'B „Interjector*\ F. h&lt seine 
Ldsung fur absolut richtig, das ist sie nicht, da der Bogen, den er braucht, theor 
ein Kardioldenbogen ist, aber 9iu£erBt wenig vom Kreisbogen abweichend. 
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wird von Steiner, Crdle 1 p. 47 (Kreisringe) behandelt und in the Ladies' and 
GenUemen^s diary 1842 and 1845. (Fig. 21.) 

Der Arbelos ist unserm Schulnnterricht bedauerlicherweise ganz verloren 
gegangen ; er ist bei G. Paucker, 1828, EOnigsberg, behandelt, bei van Swinden 
(Jacobi) S. 213, auch von F. W. Fischer, Grunert (1881) p. 887, J, Chph. Sturm, 
hat schon in der Geometria enncleata (1695) p. 872 die Badien der beiden Be- 
riihrungskreise in der Figur berechnet. 

Der Umfang des A. ist gleich dem dee Kreises uber AB^ der Inhalt gleich dem 
des Kreises aber CG. Die beiden Kreise, welche so eingeschrieben sind, dafi sie 
CG bervlhren, sind gleich. Beweis: Lemma 5 nnd the Gentlemen^i diary (1883) 
p. 40. Die gemeinsane Tangente in M geht durch B and die in I darch A.— 
Wenn AG Kreis AC in T and BG Kreis CB in W achneidet, so ist TW gemein- 
same Tangente beider Kreise and CTGW ein Bechteck. DerSatz ist ein Spezial- 
fall des folgenden in Ley bourn's Mathematical repository (Neue Serie) 6 t 1 p. 209: 

Wenn AB ein Halbkreis und CG senkrecht zu AB und ein variabler Kreis 
HIK sowohl CG als Bogen GB berflhrt, so ist die Tangente AI an ihn konstant. 
(Der Satz gilt fiir jede Lage von CG.) Der Arbelos ist gleich dem kleinsten Kreis, 
der die beiden Berflhrungskreise umschliefiend berfihrt etc. 

Nicht bei Mackay erwfthnt: Correspondance Quetelet 2 (1826), Groetaers p. 259, 
A. Lechevain and Dauhresse, auch B. Lobatto, welche u. a. beweisen, dafi die 
gemeinsame Tangeute der beiden Teilkreise AC und CB gleich CG (und von CG 
halbiert wird). 

FemuUscher ScUz: Errichtet man fiber dem Dorchmesser AB eines Halb- 
kreises ein Rechteck ABGD^ dessen andere Seite gleich der Seite des dem Kreise 
eingeschriebenen Quadrates ist, und verbindet C und D mit einem beliebigen Punkte 
E der Peripherie, welche AB in G und F schneiden, so ist AG^ -\- BF^ =^ ^d^. 

Yon EuUr, der ihn Novae commentationes , Acad, scient. imp. Petropol. 1 
(1750) p. 49, geometrisch bewiesen, Fermat zugeschrieben (FermtU, Yaria opera 
math. (1689) p. 118), wie anch von B. Simsan, Opera quaedam reliqua, Glasgow 
(1776) p. 88, von Grunert, Grun. 27 p. 116 reproduziert. 

Grunert 30 (1858) p. 12, Ch. Lindmann (lat.). 

ibid. Heinen^ p. 276; einige Beweise, der letzte am kfirzesten. 

ibid. 31 p. 66 A. Kruger, auf die Ellipse ausgedehnfc und vervollst^Jidigt 
(Rechteck nach innen); ibid. p. 295, Blindow^ vervoUst&ndigt. 

Blifidmo (Fraustadt), Grunert 32 p. 124, ibid. 46 (1866) p. 1, L. F. Ofter- 
dinger sehr vollst3.ndig. (Satz 11 erwfthnenswert), im AnschloB daran 

p. 11, Ch.H.Nagel, hubsche Zus&tze, Trapez betreffend. 

Grunert 50 (1869) p. Ill — 12, W. Stammer; vielleicht der einfachste Beweis. 

Nouvelles annales (2) 9 (1869); hubscher Beweis in einer Note von Gerono, 
p. 48, vorher Bottiglia. 

ibid. p. 189. E. Lionnet, synthetisch. 

Battaglini 7 (1869) p. 877, Vito Eugenio (trigonometrisch); ibid. 878, Tar^ 
quiyiio Fuortes (elementargeometrisch). 

Eine versp&tete Yerallgemeinerung auf Ellipse von 0. ScMomUch, Zeitschrift 
10 (1874) p. 462. 

Bechnerist^: 

M. Simon, Sammlung Schubert 8 (1900) p. 112, fur Ellipse p. 227. 
M<ischeroni-Kon8trvLktioneu heifien die Eonstruktioneii; bei denen 
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nur der Zirkel als Hilfsmittel gestattet ist^ nach dem Yorgange 
L, MascherontSy der in ,^a geometria del compasso", Pavia 1797 zeigte, 
wie man samtliche Aufgabeo 1. nod 2. Grades statt mit Zirkel und 
Lineal nur mit dem Zirkel losen konne. Mascheroni gab dann im 
letzten Eapitel auch Nahemngskonstruktionen fiir Kreisteilung, Winkel- 
drittelungy Wfirfelyerdoppelnng etc. mit dem Zirkel. Schon 1798 wurde 
Mctscheroni 

ins Franzdgische Qbersetzt von Carette 1828, 2. Aufl. , von Cayley in seinem 
Bericht Clber Mascheroni, Messenger 14 (1885) p. 179 erw&hnt; deutech 1826 von 
Griisan. 

Im Anschlufi an die Anfgabe: Gegeben 3 Kreise^ anf jedem je eineu 

Punkt so zu bestimmen^ daB ein gleichseitiges Dreieck entsteht, gibt 
P. Breton, Noaveliea annale.s 9 (1858) p. 290 ein knrzes Referat. 

Ausfdhrlich ist: 

J. Frischauf, Die geometrischen Eonstraktionen vou Steiner and Mascheroni, 
1869 and das Progr. (1878, Brandenborg a. H.) Ed. HuU, 2. Aafl. Halle 1880. 

Q^m^trie ^^mentaire da compas par B. E. Cusincry 1851. 

G. Delisle, Nouv. annal. 19 (1860) p. 35, Zentrum eines gegebenen Kreises. 

Frz. BesseU, Grunert 67 (1881) p. 44, regelm&fiiges 5-Eck, Darchschnitt 
zweier Greraden etc. J. Colette, Noav. annal. (8) 8 (1889) p. 512. Halbierung des 
Bogens etc. 

Delahaye, Mathesis 12 (1892) p. 157, Proportion. 

A, Adier, Zxir Theorie der Maschcroniachen Konstruktionen, Wien. Akademie 
(1891) (hierin schon die Teilnng dee Ereises in 17 Teile (s. Gerard and Mulsow 
bei regnl&rem Polygon); ders.: Zur Theorie der geometrischen Konstruktion, Pro- 
gramm Pilsen 1895 (Eonstraktion des inversen Panktes and damit Fraktifizierong 
des Prinzips der reziproken Radian fiir Mascheroniache Eonstraktionen), vgl. anch : 
Wiener Berichte 90 (1890) p. 46. 

Eughie Duhouis, La g^om^trie da compas, Bourget 22 (1897) p. 53; id. (1900) 
La thdorie de Mascheroni (Vannes 8). 

A. Mannheim, Remarqaes sur les constractions geom^triqaes. Messenger (2) 
27 (1897). 

E. Cesaro^ Mdmoires de la society royale des sciences de Lidge (1899); Les 
probl^mes de g^om<^trie resolas par le compas. 

G. MuUow, Programm Schwerin (1898). 

E. Daniele, Salla risolazione dei problemi geometrici col compasso, im 
Sammelwerk von Enriqaea: QuesHoni riguardante la geometria elementare, 
Bologna 8 (1900); die ersten 8 Paragraphen sind Referat, wo aach Adler in 7 und 
8 berflcksichtigt ist and in Paragraph 9 eigene Eonstraktion. 

Im Anschlnfi an die Mas(AeroniBche Eonstruktion sind die Kon- 
struktionen mit Lineal und konstanter Zirkeloffimng zu erwahnen, wie 
sie Abid Wafa, Leonardo da Vinci, DUrer, Ferrariy Tartaglia, Cardano, 
Poncdet und Steiner ausgefUhrt baben. 

Die Gtoschichte bei W. M. Eutta, Znr Geschichte der Geometric mit kon- 
stanter Zirkeldffiiang, Halle 1897 (Eaiserl. Leopold. Carolina), inzwischen ist es dnrch 
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Max Curtze, Anaritii commentarium (Sapplement zu Heibergs Euklid 1899) fast 
sicher, daft diese Konstrakiionen schon dem Heron bekannt waren. 

Kreissdtee: 

Meyer Hirsch, Geometrische Aufgaben 1 (1804). Ahnliche Abbildnng eines 
Kreises yon einem gegebenen Punkt aus p. 227, § 124; Ereissfttze in §§ 126, 128, 
132, 134, Bd. 2 (1807). 

Gegeben sind n Punkte, A^ etc., und es soil der Ort der Punkte P 
bestimmt werden, so daB Z'w^P^/^konstant; Ort: Kreis um den 
Schwerpunkt (Mathew Stewart, General theorems). 

Gii^naud d'Aumont, Gergonne 12 (1822) p. 279. Ln Ereisviereck, dessen 
Seiten Bogen yon Kreisen sind, sind die Summen zweier aufeinander folgenden 
Winkel gleich. Derselbe Satz bei A. Miguel, LiouviUe 9. 

J. Steiner, Crelk 1 (1826) p. 278; leg^ man an einen Kreis zwei parallele 
Tangenten AD und J? (7, welch e den Kreis in A und B berfihren, ziebt AEC be- 
liebig {E auf den Kreis) und legt in E die Tangente FG, so halbiert sie BC in 
6?, und es ist: AD- BC^AB^\ BG • AF = r«. {Steiner nennt die Satze bekannt.) 

J. PlUcker, Crelk 11 p. 222; Miguel, LiouvtOe 9 (1844) p. 20; Mdhius, Kreis- 
yerwandtschaft 47. 

Wenn in einem Kreisbogendreieck ABC die Summe der Winkel sr, so 
schneiden sich die Kreise der Bogen in einem Punkte. 

Kreisbogendreieck: E. Lachlan, Quarterly Journal 21 (1885) p. 1; (s. auch 
London Mathem. society proceedings 21 p. 218) ohne spb&rische Trigonometrie. 

E. F, August, Orelle 17 (1887) p. 889. Wenn man innerhalb eines Kreises einen 
Punkt zum Zentrum eines ebenen regejm&fiigen doppelt ungeraden Strahlensystems 
w&hlt (z. B. 10 Strahlen), und die Strahlen als durch die Peripherie begrenzt 
ansieht, so ist die Summe aller ungerade gez&.hlten gleich der der gerade 
gez&hlten. 

A, Miguel, LiouviUe 8 (1838) p. 485 : 1) Wenn 8 Kreise A, 0, C sich in / 
schneiden und wenn F beliebig auf A mit den Schnittpankten yon A und C und 
A und 0, nUmlich B und A^ yerbunden wird und AB Kreis C in 2) und AN 
Kreis in E schneidet, so geht DE durch den Schnitt M yon und C, dazu 
zwei Umkehrungen, die eine der Satz yon dem Umkreise der yier Dreiecke eines 
yoUstilndigen Yierseits, die andere der Satz: Wenn man auf den Seiten des Drei- 
ecks ABC beliebig je die Punkte D, E, F w&hlt, so schneiden sich die drei 
Kreise AEF^ BFD^ CDE in /. Damit hat man den Satz yom Pentagon: Penta- 
gon ABCDEA. Bringt man je zwei durch eine getrennten Seiten zum Schnitt, 
so setzen sich auf die S-Eckseiten die 5 Dreiecke mit den Spitzen KLFG, 
und die aufeinander folgenden Umkreise schneiden sich in 5 Punkten PQMNB, 
diese sind konzyklisch; der Satz kann auch lauten: Die 5 Geraden bestinmien 
5 yoUst&ndige Yierseite, deren 4 Dreiecksumkreise je einen Schnittpunkt haben, 
diese 5 Punkte bestimmen einen Kreis. In dieser Form ist der Miquehch^ 
Satz yon 

W. E. Clifford, Mathem. papers (1868), Cambridge and Dublin, Messenger 5 
(1871) p. 125 — 141 yeraUgemeinert : 6 Gerade bestimmen 6 Filnfseite, deren Miguel- 
sche Kreise sich in einem Punkte schneiden, die 8 Punkte der 7 Sechsseite eines 
Siebenseits liegen wieder auf einem Ejreis und so fort in infinitum. 



9. YenchiedeDe Ereifls&tze. 91 

Zusatz: Ygl. dazu die Arbeiten dber eindeutig beBtimmte BexxilirungskreiBe 
gerichteter Geraden Ton Laud, American M. S. TranB. I, 323 (1900) und C. E. Brooks, 
Johns Hopkins Uxut. Circ. 22, p. 6 (1902). 

Crelle, 19 (1888) p. 206, Bauer, beweist den Satz aus 9 p. 102: Dreht rich 
ein rechter Winkel in der Ebene eines EreiseB am den Scheitel (7, so ist der 
Ort der Mitte der Sehnen zwischen den Schenkeln ein zweiter Ereis, dessen 
Mitte in der Mitte yon CO liegt. 

Crelle, 23, A. B. Lwhterhand, lielationen zwischen den 6 Verbindungen 
von 4 Pnnkten auf ein em Kreis, 5 Punkten anf einer Kugel. 

H. Schmidt, Zur Theorie des Kreifles, Programm Halberstadt (1840). 

J^. /. E. Lionnet, Nouvelles annales 5 (1846) p. 449. Wenn n beliebige 
Punkte in der Ebene gegeben sind, den Jcleinsten Kreis zu bestimmen, der sie 
einschliefit. (Wichtig filr Funktionentheorie.) 

J. Quidde, Bfickeburg, Grunert 28 (1854), Ereisbilschel p. 130—206, elementar- 
geometrisch, die PonceletBchen SchlieBungss&tze (s. dort). 

Ed. Noggerath, ibid. 88 (1859) p. 329; die 3 Zentren der 3 Isogonalkreise 
(flber den Ahnlichkeitspunkt) liegen in einer Geraden. Apollonischer Ereis durch 
Zentren etc. Im tlbrigen siehe die BiiBchels&tze bei Taktion. Viel Material *zn 
Aufgaben bei Th. Beye, synthetiscbe Geometrie der Kugel, A. Mtlimnoski; Samm- 
lung Schubert 8, W. Pflieger etc. 

(Schaier) Devaux, Nouyelles annales 15 (1856) p. 226 und 228; Inhalt des 
Dreiecks aus den gemeinsamen Tangenten zweier Ereise. 

J. Harcourt, Nouv. annal. 19 (1860) p. 437; Satz dber das umgeschriebene 
Dreieck. 

Des. Andr4, Nouv. annal. (2) 9 (1870) p. 246. Das Produkt der Lote von 
einem Punkte eines Ereises auf alle Seiten eines eingeschriebenen Polygons ist 
fOr alle Polygene mit denselben Ecken konstant (general theorems). 

A. Enneper, Schl&milch 16 (1871) p. 257. Gleichungen in Badien und Zen- 
tralen dafur, daft sich 3 Sjreise in einem Punkte schneiden. 

O.Affolter, BattcigUni 11 (1873) p. 110. Zwei polare Dreiecke eines Ereises 
liegen perspektivisch (elementarer Beweis [Menelaos]); ders. Clebsch Annalen 6 
p. 597. ^ 

C. A. Laisant, Nouvelle correspondance 2 (1875) p. 184. S&tze uber Ereis- 
potenzen im Yiereck, So-eispotenz c' — (r* 4- P^ i^^<^h Darboux, ebendort S&tze 
Qber Ahnlichkeitspunkte zweier Ereise. 

H. Broeard, Nouvelle correspondance 3 p. 175. Zwei Ereise berdhren sich 
in A^ durch A zwei Sekanten BB' und (7(7, die Umkreise von ABC und AB'C 
schneiden sich auf einem Ereise, der die beiden gegebenen in A beriihrt; ibid. 
(1880) p. 161. E. Cesaro. {Gergonne 15, Sturm). 

F. Bing, To analoge Sfttninger om rette Linier og Cirkler, Zeuihen Tyd. (5) 1 
(1883), p. 190. Der Fundamentalsatz von Parallelen, geschnitten durch einen 
Strahlenbuschel, bleibt gultig, wenn die Parallelen durch konzentrische Ereise um 
ein bestimmtes Zentrum, and die Strahlen durch Ereise ersetzt werden. 

A, Mannheim, Messenger 12 (1883) p. 175. Sind s und s' zwei koi\jugierte 
Sehnen durch einen Punkt, so ist ^''-f*^'"' konstant. 

J. Casey, A sequel to Euclid, Das Bechteck von den Loten eines Ereispunkts 
auf zwei Tangenten ist gleich dem Quadrat des Abstands von der Ghordale. Die 
Differenz der Quadrate der Tangenten von einem Pumkt an fi Kreise ist gUieh dem 
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doppeUen Bechteck aus der ZentrcUe und dem Abstand des Punktes von der 
Badikalachse. 

Fr. NiemdUer beweist ScMdmtlch 30 (1885) p. 251 aus der PoteniiaUhearie 
den Satz : Gehen von der Spitze C eines Dreiecks n — 1 Gerade zu AB^ bo gilt 
ffir die Durchmesser d^ der in die n Teildreiecke eingeschriebenen Ereise der 

Satz : JI f 1 ) =1 , auf p. 307 beweist ihn ScMomilch elementargeometrisch, 

nebst Folgemngen. 

Prof. G, Chrystal, Konstruktion des kleinsten Kreises, der n gegebene Ponkte 
einer Ebene einschlieBt; Bulletin de la soci^t^ fran9ai8e IS (1885) p. 198 und 
Edinb. Proceedings 8 (1885) p. 80; Frage von Sylvester, Quarterly journal 1857 
p. 79; aber schon Nouv. annal. 13 (1854) p. 449, E. Lionnet, vgl. zu Chrystal auch 
Maur. d'Ocagne, Bd. 12, des zit. Bulletin (1884) p. 168. 

G. Pesci, Dei circoli etc. Besso Periodico No. 120. 

a Beinhardt, SchUhnild^ 32 (1887) p. 183, die 4 Punkte, in welchen sich 
von den 4 gemeinsamen Tangenten zweier Ereise je eine ftuBere und eine innere 
scbneiden, liegen auf einem Ereise, dessen Durcbmesser die Zentrale ist (kon- 
zentrisch zu dem Ereis der 4 Berubriingspunkte der &u£eren und dem der 
4 inneren). 

H, Bkicher, Hoffmann, 19 (1887) p. 415; Satz von Miquel tlber das FOnfeck, 
Zusatz nber H5ben im Drcieck und Hdhenabschnitt (/. Mention, Nouvelles 
annales 2, 1). 

Ad. BeysseU, 2 Ereiss&tze Grunert (2) 3 (1886) p. 385. 

C. Leudesdorf, Messenger 19 (1888) p. 14. On the inversion of some theories 
in elementary geometry; interessante und schwierige S&tze fiber BerOhrung von 
Ereisen durch Ereis. 

Fregier'B Satz 1816. S. Kotter'a Bericht in Deutsche Math.-Yer. 5, p. 44. 

Anonym Fregierscher Satz: Bourget 14 (1891) p. 50; synthetisch und elementar. 
Der Satz gilt fur alle Eegelschnitte, vgl. Sammlung Schubert, VUI, § 48 Aufgabe 
34; hier ist er in allgemeinster Fassung durch Inversion bewiesen. 

M. d*Ocagne, Bourget 4 (2) (1893) p. 216: Wenn 3 Ereise A, B, C sich zu 

It 1. ^i_ . o • i. ^ ABC ^ aBy 

16 zw3ien bermiren in a, p, y, so ist — - — ^ — = 2 -— r^- 

H. Thieme und Schur, Hoffmann 25 (1898) p 575. Beweis, dafi die Pro- 
jektion der Projektion eines Ereises wieder die Projektion eines Ereises ist. 

A. Schonflies, Clebsch 44 (1894) p. 105; allgemeinstes Flftchenstdck (eventuell 
mit Wendungspunkten), welches von gegebenen Ereisbogen begrenzt werden kann. 
Ejreisbogendreiecke und Yierecke. Gestaltliche Unterscheidung (Znsammenhang 
mit Felix Klein, O^ber die Nullstellen der hypergeometrisohen Beihe; Clebsch 37, 
und Schilling, tTber Schwarzuche s-Funktion, der die Ereisbogendreiecke im 
wesentlichen absolviert hat, aber Schdnflies ist elementar); vgl. auch Miquel, 
Liouville 9. 

V. Beyes Prosper, Existenz der Radikalachse, unabh&ngig vom Parallelen- 
axiom Progreso 5 (1895) p. 205. 

W. Godt, Clebsch Annalen 47 (1896). t^ber eine merkwflidige Ereisfigur 
(Ereise mit „Sinn**). 

F. Barisien, Mathesis 16 (1896) p. 35. Das Dreieck gebildet aus den gemein- 
samen Tangenten je zweier von drei Ereisen. 
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• 

Eine BelbBt&ndige Lehre vom Ereise: M. J. MCldland, A Treatise of the 
geometry of the circle (181)1). 

Aufgaben aas den Educ. times, vielfach die Potenz betreffend, mid oft 
hiibsche %tze enthaltend: 

(1882) 49, 6592 Morel; Potens: Frinee 11 467, 11 680 Bem^\ 11 885 Arnold; 
(1894) 60, 549 SwaU, 

Die Lftngen der gemeinsamen Tangenten seien ^ imd t,, dann ist das an- 
harmoniscbe Verh&ltiiis, in das sie jede andere teilen, (^ — 'i) : (^i 4~ ^) ; 11846 
Madeod, 483 Swale; 1204 FlewraiMeau, 61 (1894) 580, Lampe; 2775 Wilson; 
9895, 62 p. 91 Sanjdna; 4145 Hudson; 12 481 Miller (Pol und Polare); 12 284 
Chartres; 12 239 B. Tucker, 3 Ereise bertlhren AB und AC, zwei gehen dmrch 
das Zentrum des mittleren, so Radien in harmonischer Proportion; 12 352 HiUyer; 
(1898) 69, 8476 Mahendra Nath Bay; 10 932 Coupeau; (1899) 70, 13 476 Brterley 
(Radikalacbse) ; 13 821 Davis; 13 697 Brox-Farwy. Wenn AB nnd CD zwei 
Sebnen, a nnd y ihre Mitte nnd AB den Winkel CaB halbiert, so halbiert CD 
den Winkel AyB (Pol nnd Polare); (1899) 71 p. 109 Casey: Zentrale nnd Radien 
zweier Ejreise gegeben? das endlose Band; 13 960 Barrett i^. 58; Wenn Ahnlich- 
keitspankt zweier orthogonalen Kreise in A nnd C nnd die Polaren yon die 
Zentrale in B nnd B schneiden, so ist ABCB ein Quadrat; 13 892 Curjel; (1900) 
72 p. 48 McKenzie, hflbsche Aufgaben. 

10. Inyenion. Inyersion^ auch S^reisyerwandtschaft (Mobius) 
oder Transformation durch reziproke Radien (Plucker), 

Wir haben zu beginnen mit den tnversen Pnnkten PoncdeVs im Trait-^ des Pro- 
pri^t^s projectives yon 1822, yon Steiner in den geometrischen Konstruktionen yon 
1832, welches Werk eine Ausfuhmng des PonceletBchen Gedankens (Artikel 355) 
ist, Potenzhaltende Punkte genannt. Dann folgt A. Quetelet, M^moires Bru- 
xelles 4 (1827) and L. J. Magnus, Grelle 8 (1832) p. 51: nouyelle m^thode pour 
d^couyrir des th^or&mes de g^om^trie, und ganz klar tritt die neue Verwandtschafb 
auf bei /. PlOeker, Grelle 11 (1844) p. 219—225 als Prinzip der reziproken 
Badien und findet schon dort Anwendung auf das Taktionsproblem. tybrigens ist 
das Prinzip schon bei Steiner, CreiUe 1 (1826), „Einige geometrische Betrachtungen** 
20, Schlufi, angedeutet. 

H. BeUavitis, Annali delle scienze, Padoya 17 (1836) p. 126 kommt aof die 
Inversion (ohne ihre Bedeutung klar zu erkennen) in ganz Ahnlicher Weise wie 
Mdbius yon dem Grundgedanken, mit L&nge und Richtung der Strecke gleich- 
zeitig zu operieren (Methode der Aquipollenzen, Hamilton' b Quatemionen, Graft- 
mann'a Ausdehnungslehre, 3fd'5tii«\ Longimetrie und Planimetrie). BeUavitis bean- 
sprucht Tortolvni 3 p. 60 nachtr^lich die Prioritftt gegeniiber Stuhbs und Ingram, 
die selbst&ndig 1842, Transactions of the Dublin Philos. society, und J. W, Stvhhs 
Philosophical magazine 23 (1843) Noy. p. 338 auf die Inyersion kamen, ebenso 
wie der grofie Physiker Sir WiUiam Thomson, yon mathem. physikal. (Potential- 
theorie) Problemen aus: Liouville 10 p. 364 „image" fQr inyerser Pnnkt, Brief an 
Liouville, Journal 12 p. 265. Eine ausfOhrliche Theorie zuerst J. Liouville, Liou- 
ville 12 (1847) p. 276. Liouville zeigt analytisch, dafi die Inyersion (Trans- 
formation par rayons yecteurs r^ciproques) die einzige Transformation ist, welche 
konforme (winkeltreue) Abbildung im Raum gibt, femer, dafi beliebig yiele In- 
yersionen durch eine einzige ersetzt werden kdnnen, ein Satz, den Liouville (2) 
16 (1878) A. Mawnheim geometrisch beweist. 
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A. MdhifiS, Belbst&iidig, implicite, wie Bellaintis, durch den Gedanken 
mittels der komplezen Zahl die Gerade anf die Ebene abzabilden, Longimetrie; 
dann explicite: „t}^ber eine neue Veiwandtschaft zwischen ebenen Figaren^^ Ge- 
sammelte Werke 2 (1853) p. 205, Leipziger Berichte, Bd. 6; aiisfalirlich: Die 
Tkeorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstdlung, Leipziger Ab- 
handlungen, Bd. 2, Ges. W. 2, p. 248 (1866). Die M6biu8sche Ereisverwandtschafb 
ist insofem etwas allgemeiner, als er die Zentren nicht zasammenfallen l&6t. 

AnknUpfend an Thomson and lAouviUe: 

A. Hart: Cambridge and Dublin journal, Febr. 1868; Inversion einer 
Kurve, indem man filr den Radius Vector r setzt: k*:r. 

E, Catalan, lAouv, 19 (1864) p. 182, Stereograph, ProjekHon. Alle Systeme 
orthogonaler E[reise auf gegebener Eugel. 

P. Serret, Des m^ihodes en g^om^trie C 2 (1866) p. 21, eigene Anwendungen. 

N. Ferrers, Quarterly journal 3 (1857) p. 82, Ptolemdos, Satz aber die 
Winkelhalbierende durch Inversion (verbunden mit reziproken Polaren). 

E. Heis, Grunert 80 p. 854, Stereographische Projektion, einfacher Beweis 
der Eonformit&t. 

B. Townsend, Chapters on the modem geometry of the point, line and circle 
t. 1 (1863), t. 2 (1866), dort Eap. 9 Inversion, wohl das erste Lehrbuch (fOr 
Mittelschulen), in dem die Inversion und Ereisbilschellehre ausgedehnte Beruck- 
sichtigung gefunden hat. 

John Casey, Quarterly journal 7 (1866) p. 378, S&tze ilber intervertierte 
Ereise; ders. Educational times t*:rr (wo t gemeinsame Tangente) konstant, von 
Vaison, Nouv. annal. (2) 6 (1867) p. 184 bewieeen. Hart^e Ausdehnung des 
Feuerbaehschen. Satzes: Proceedings Irish society 1866 {&. Feuerbach). 

O. Bdklen, Grunert 81, t^ber 8 geometrische Transformationen. 

Theodor Bemer, Schlomilch 11 (1866) p. 34; jede Linie, welche eine Linie 
grOfiten Fl&cheninhalts ist, behftlt diese Eigenschaft bei Inversion. 

F. Geiser, Einleitung in die synthetische Geometrie 1869, eine sehr verdienst- 
liche Schrift, in der das letzte Eapitel der Inversion gewidmet ist, dort ist auch 
das /Si^nersche Problem der Ereis- bezw. Eugelreihe, welche berClhrend in den 
Baum zwischen zwei ineinander liegenden Ereisen oder Eugeln gelegt ist, durch 
Inversion auf konzentrische Ereise oder Eugeln gel6st, auch die stereographische 
Projektion behandelt. 

T. Clasen, Transformation durch reziproke Radien, Programm Nordhausen 
1872, dort Inversion der Parabel: CissoTde und Eardiotde etc., ders. Programm 
Holzminden 1878; Ober die durch Ereise mit gemeinsamen Schnittpunkten er- 
zeugten Gebilde (Inversion der Eegelschnitte). 

G. Salmon, Nouv. correspondance 2 (1876); Cochez, Bourget (1877) p. 225, 
267, 321 unter anderm: Anwendung suf den Satz von Mannheim {Catalan p. 122): 
Die Umkreise aller Dreiecke mit festem Winkel und festem Inkreis beruhren 
einen festen, dem Winkel eingeschriebenen Ereis; ders. ibid. 1878 p. 2, p. 69, 
Pythagoras als spezieller Fall des Ptolem&os, der durch die Simsonsche Gerade 
mit Inversion bewiesen wird. W. Godt, Ereisbflschel, reziproke Radien (nicht 
eigentlich elementar) Grelle 84 (1878) p. 259. 

A, Morel, Bourget (1878) p. 863, Th^orie des axes radicaux etc. Die Figur, 
bestehend aus drei Ereisen, ihren 6 Ereisen mittlerer Potenz und ihren 8 Be- 
rahrungskreisen, ist unver&nderlich in bezug auf das Radikalzentrum als Zentrum 
der Inversion. Fortsetzung (1879) p. 1. Satz von Hart, Die 8 Ereise, welche 



10. Inyersion. 95 

3 Kreise berdhren^ sind zu je 4 tangential zu den 6 Ereisen, erhalten durch In- 
version, bei der die beiden letzten ineinander Qbergehen. 

J. Casty^ Bedingnng, dafl 4 Kreise einen ftinften beriiliren, durch Inversion, 
ABCD±: AD 'BC±AC- BB = 0, wo AB etc. die gemeinsame Tangente, vgl. 
Ptolem&os. Quarterly Joum. 1 (1857) p. 219. 

H. M. Taylor, Messenger 7 (1878) p. 148, Inyersion beim Problem, in einen 
Ereisring em System berClhrender Kreise einzuschreiben ; dazu p. 167 W, W, Taylor. 
Ebenso A, Schumann, Die jS^Wrschen Kreisreihen, Progr. Berlin 1883. 

B, Graham, Durch Inversion den Satz: Jede Tangente eines Kreises wird 
harmonisch geteilt durch die Seiten eines umschriebenen Quadrates bezw. Achsen- 
trapez. 

Th, Beye, Synthetische (}eometrie der Kugeln (Leipzig 1879), Literatur (Yor- 
wort); Inyersion unter dem Geeichtspunkt des Kug^lgebiisches, d. h. der Gesamt- 
heit aller Kugeln, welche dasselbe Radikalzentrum haben (Kreisbflndel); vollst&ndige 
Erledigung des Taktionsproblems inklus. des Steinerschen, Zusammenhang der 
Inversion mit der Polarisation. 

H, Wehr, Reziproke Radien (analytisch), Programm Klagenfurt 1881. 

J. Casey, A sequel to Euclid (1881) Dublin (5. Aufl. 1888); Theorie der In- 
yersion. Sekt. 4, Bch. VI, u. a. Satz: Wenn 4 Kreise wechelseitig orthogonal sind 
und eine Figur intervertiert wird mit jedem der Kreise der Beihe nach als In- 
versator, so wird die 4. Inversion mit der Originalfigur identisch. (Ausdehnung 
auf 5 Kugeln mit ganz elementarem Beweis von John Mackay.) 

J. Larmor, Messenger 13 CI 884) durch Inversion Ponceletacher Schliefiungs- 
satz auf Kreisring fibertragen, wie bei Schumann, d. c. 

E, Laguerre, Nouvelles annales (3) 1 (1882) p. 642, verwandt mit der In- 
yersion Transformation par semidroites rdciproques. Taktion mit Inversion und 
dieser Transformation: 5 Kreise in 2 Strahlen und 3 Punkte; ibid. (8) 2 (1888) 
p. 248; Aufgaben von Collines p. 249, Maur. d'Ocagne. Ahnlich ist auch die 
Transformation yon Coelingh (Amsterdam); ibid. (8) 7 (1888) p. 138; vgl. auch 
Bemks, Bourget (1891), Transformation par inversion symm^trique, (1892) Fort- 
setzung. 

M, Taylor, Messenger 16 (1887) p. 143, Ort der Zentren der mittleren Ent- 
femung f&r beliebig viele Inversionen, Ausdehnung der IsogonalitS.t. 

A. Mannheim, Messenger (2) 19 (1890) p. 17, Note de g^ometrie k propos d'un 
th^or^me de M. Stewart. Inversion aus der Relation zwischen den Diagonalen 
eines Kreisvierecks e:f. 

J. Finsterbusch, Programm Werdau (1890). 

Chr. Wolff, Prinzip der reziproken Radien, Erlangen (1891). Bem^, Bowrget 
(1891) p. 121: Symmetiische Inyersion. 

(7. A. Laisant, Mathesis 10 p. 224 (1890). 

M. Fouchi (Orth. Trajekt.; Potenz etc.): Bulletin de la soci^t^ math^m. de 
France (1898). 

L. Orlando, Mathesis (1899) p. 112, das Taktionsproblem durch Inversion. 

Die Inversion ist nicht nur in die schweizer, franzSsischen und englischen 
SchulbtLcher, wie Bouchi et Comherousse, M. Clelland, A treatise etc. (1891), sondem 
neuerdings auch in die der Deutschen iQbergegangen, z. B. Henrict und Treutlein, 
W.Pflieger, Elementare Planimetrie, Sammlung Schubert (1902). 

Stereographische Projektion, unabh9jigig von der Inversion {Clavius, Adrian 
Metius): Hachette, Correspondance sur T^cole polytechn. 1 p. 362; 2 p. 242. 
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G. P. Dandelm, Gergonne 16 p. 322, die Grundeigenschaften, ganz elemental. 

E, BobiUier, Goirespondance inath^m. de Quetelet 4 (1828) p. 168 und da- 
durch veranlafit: 

M, Chmles, Gergonne 19 p. 167 und lAouville 7 (1842), p. 272, wo sich ein 
sehr einfacher Beweis findet, dafi das Zentmm des Kreises tm\ der einen Ereis 
NJST projiziert, Projektion der Spitze des NN* umschriebenen Kegels ist. 

Wohl die wichtigsten Axbeiten sind die von IkindeUn, M^moire sur 
Temploi des projections st^^graph. en g^m^trie, Acad^mie de Bnuelies (1827) 
p. 11 — 47 (liinten), wo zuerst die Kugel, welche 4 Eugeln berQhrt, mittels stereom. 
Projektion, id est Inversion, konstruiert ist, und A, Quetelet, ibid. p. 49. (Winkel- 
treue, Ereis in Ereis, Chaslesf^chec Satz yor Chasles etc.) Auf diese Arbeiten 
greift zuruck: 

G. Pelz, Stereographische Projektion, Prager Berichte 31 (1898). G^nz 
elementar ist auch » 

E. BetMch, Die stereographische Pfojektion, Leipzig (1881). 

P&dagogisch: A. ZiegUr, Hoffmann 3 (1872) p. 161. 

Geschichte der Inversion: M. Chasles, Rapport sur les progr^s de G^om^tr. 
(1870) p. 140, wo aber Chasles aus Unkenntnis der deutschen Sprache die Deutschen 
ausgelassen hat, z. B. G. 8. EMgd, Geometr. Entwickelung der Eigenschaften der 
stereometrischen Projektion, Berlin (1788). 

Inversoren (Geradffthrer). 

Das Problem einer exakten Oeradfuhning, welche das FFo^cbe 
Parallelogramm nur annahemd herstellte^ loste zuel^t der franzosische 
Oenieoffizier Peaucdlier (1864) mit seinem ^^compas compose^', einer mit 
Gelenken in den Ecken yersehenen Verbindung zweier Bauten^ deren eine 
Ecke fesi (Zentmm der Inversion)^ wahreud durch einen Ziigel eine 
Ecke der kleineren Raute gezwungen wird einen Ereis zn beschreiben. 
Obwohl das Instrument durch Mannheim der Pariser Philomathischen Ge- 
sellschaft 1867 mitgeteilt wurde^ blieb es so unbeachtet; daS es 1871 
yon Lipkin, einem russischen Studenten in St. Petersburg^ wieder- 
gefunden wurde. Erst durch einen Vortrag Sylvester^s in der Royal 
Institution (1874) (veroflfentlicht Revue scientifique (1874 et 1875)) 
wurde Peaticellier^B Erfindung bekannt^ und nun folgten die Inversoren 
von Sylvester, Kempe, Hart. Durch die Arbeiten Ton Sylvester, Hart, 
Clifford, Boberfs, Cayley, Mannheim wurde auch das allgemeine Problem 
gelost: Mittels artikulierter Gestange von einer Kurve zu einer anderen 
tiberzugehen. Man findet die Literatur bis zum Jahre 1882 in einem 
Artikel Ton Liguine Darboux Bull. (2) 7, p. 145— 160, bis 1886 in 
einer Broschiire von J, Neuberg: Sur quelques syst^mes de tiges arti- 
culees, Liittich (1886). Seit dieser Zeit ist zu erwahnen: 

A, Mannheim, Messenger 26 (1897) p. 152, Inversor von Hart. 

VgL hierzu den Bericht von E. Kotter im Jahresber. Deutsche 
Math.-yer. 5^ p. 98 S., den Ref. nicht mehr benutzt hat. 
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!!• Taktionsproblem. Eb sind in der Oeschichte des Problems 
zu unterscheiden: I. die algebraiech-analytische Behandlung; 11. die 
geomeioische. Letztere zeigt drei Perioden: 1. die Versuche^ die yer- 
lorene elementare Konstruktion des Apollonius wieder herzuBtellen, 
welche in Vieta^B Apollonius GaUus gipfeln, dessen Losungen^ obwohl 
sie nicht die des ApoUonitiS sind^ wir noch heute in den Schulen benutzen^ 
cf. die Aufgabensammlung von Gandtner und Junghans. Die Versuche 
finden ihre Zusammenfassimg in J, W, von Camerer'B historisch-kritisch- 
konstruktiyen Werke: ApoUonii de tactionibus etc. Gotha (17d5). 
2. Die Anwendung der auf Monge znrfickgehenden neueren Oeometrie, 
die sich allmahlich zur Theorie der Ereis- und Eugel-Btischel etc. ans- 
wachst (Hachettej Gaultier, Beye, Lie), 3. Die Inyersion seit PUlcJcer 
(1834) {FUickeTy MSbitis, Hart, Casey, Beye). AUe drei Methoden 
kommen im Grunde darauf hinaue, im Gegensatz zur analytischen 
Methode das allgemeine Problem auf spezielle Falle zurfickznfiihren^ 
und machen Gebranch yom SchluBsatz £uklid UI; dem Potenzsatz nnd 
den Eigenschaften der Badikalachse {Ra, Potenzlinie Steiner^s), des 
Badikalzentrums (R) and der Ahnlichkeitspunkte (inyerse Punktepaare^ 
Potenzkreis) und Alinliclikeitsachsen. Wir unterscheiden a, das Apd- 
lonische Problem (A), 3 Ereise der Ebene durch 4 zn berUhren^ das 
entsprechende Problem fftr 4 Eugeln yon Fermat, das erweiterte (A) 
yon Foncdet und Steiner (Ereis der 3 Ereise unter gegebenen Winkeln 
schneidet) und das diesem entsprechende — fQr 4 Eugeln yon Steiner. 

Historisches: 

J. W. van Camerer, ApoUonii de tactionibus etc. ac maxime Lemmata 
Pappi cnm Yietae libro Apoll. restit. (bei Camerer, inner er JhnlicMceitspunkt). 

J. Th. Ahrena, ApoUoniBch^B Problem, Programm Angsbnrg (1838) (Camerer). 

Th. Beye, Synthetische Oeometrie der Kugdn und linearen KugeUysteme (1890) 
(Vorwort). 

JE. Sehiike, Programm Hagenau Kr. 420 (1880), die LCsungen und Erweite- 
rungen des ApoUonitu (sehr brauchbar fCLr die Schule). 

Aug. PoUlain^ S. Congr^ scientifique international des Catholiques, s. Mathesis 
16 (1896). Suppl. 

In ftir die Schule bestimmten Lehrbiichern hat das Taktions- 
problem wohl zuerst in Frankreich Aufnahme gefunden^ z. B. BofnUier, 
La Fremoire (Cataian), Bouche' et Comberousse, dann in England, z. B. 
B. Toumsend, chapters of modem geometry (1863), J. Casey, A sequel 
to Euclid; in Deutschland. Zuerst in Aufgabensammlungen C. F. A, 
Jacobi (van Swinden 1834), HoUeben-Gerunen, dann in Lehrb^chern, 
GaMenkampy Milinowski, Henrici - Treutiein und ganz neuestens FT. 
Pflieger, Sammlung Schubert. 

Simon, Blementarffeometrid. 7 
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Zunachst hur0 I: 

Newton^ Arithmetica aniverBalis 1, probl. 43 — 47. Eider, Fufi, Camerer 
(algebraisch) , Cartesitts (koordinaieDgeometrisch), Camot, G^om^trie de position 
1808 und in einem eigeneu Memoire, aber obne wirkliche AnflOsting; dazu Gaufi^ 
Note zu Schumachers O^bersetzung von 1810, der die Bechnmig ebenso verein> 
facht wie seiner Zeit Newton die geometrischen Eonstniktionen des Bomanus 
(Hyperbeln) in den Piincipia Lemma 16, vielleicht die einfachste Konstniktion 
des ApoUon. Problems. 

Das Fennaiache Problem der BeruhmngBkngel von vier gegebenen, das von 
Fermat auf plane Konstruktion zuriickgefuhrt ist, franzttsisch ilbersetzt von J, 
N. P. Hachette^ Journal de T^cole pol jtechnique , cah. 7 und 8 (1806) ist rech- 
nerisch zuerst gelSst von S. D. Poisson, Traits de la soci^t^ philomatique (3) 6 
(1812) p. 141, aber schon 1808 von P. mitgeteilt; Frangais^ Correspondance sur 
r^cole polyt^chn. 2 (1810) Jan. p. 68 ; geometrische Konstruktion, auf Gmnd der 
Bechnung, vervoUst&ndigt. Annales etc. de Nismes^ J. D. Gergonne 3 p. 168 — 61 
auf Grund der Formeln fdr die gegenseitige Entfemung von 4 Punkten der 
Ebene und 5 Punkten im Raume von Lagrange und Camot; vgl. aucb Cor- 
respondance polytechn. (Hachette) 2. — J. Bvnet, ^cole polytechn. cah. 17 (1816) 
p. 118. Er fahrt als Daten die Entfemungen der Zentren und die Radien der 
gegebenen Eugeln oder Ereise ein und als Unbekannte den Radius q und ge- 
langt mittels der zitierten Formeln von Lagrange und Camot durch die lay- 
Zorsche Reihe leicht zum Ausdruck von ^ fclr das ApollonhoAiQ xmd FermatBche 
Problem. Er bemerkt, dafi die 8 bezw. 16 Radien steis reell gleichgflltig, ob die 
Ber^rungskreise selbst reell oder imagin§.r sind. Analytische Geometrie fobrt 
dann J". X>. Oerganne zu seiner berilhmten Konstruktion, erst kurz in der Turiner 
Akademie 2. Mai 1814, gedruckt (1816) p. 20 zweiter Zahlung (am Schlu£ Er- 
weiterung auf Ellipse bezw. homothetische Ellipsoide), und dann in wunderbarer Klar- 
heit: Gergonne 7 (1817) Recherche du cercle etc. Der Grundgedanke ist seitdem immer 
wieder angewandt: Statt eines Punktes die Ortskurven, deren Schnitt der Punkt 
ist, zu betrachten. Yorher hat er Gerg, 4 (1813) p. 349 ebenso den Kreis auf der 
Kugel konstruicrt, der 3 Kreise auf der Kugel bertlhrt. 

Sehr elegant ist auch die analyt.-geometr. LOsung PluckevB in den „Ent- 
wicklungen" von 1826 und ders. Gergonne 18 (1827) p. 29. 

t^rigens ist fur das Apollon. Problem der Radius schon von Camot^ Corr^ation 
Nr. 168 (1801) durch quadratische Gleichungen einfach bestinunt und Nr. 169 schon 
der Beruhrungspunkt als Ahnlichkeitspunkt erkannt. 

II: 

J. N, P. Hachette, M^moire sur le contact des spheres, r^sumd der Yor- 
lesungen an der £cole polytechn. correspond. 1, Fructidor 1804 p. 17. Er be- 
handelt 7 Probleme; Nr. 3 und 4 Kugeln von variablem Radius, welche bestSjidig 
3 feste Kugeln beruhren. Ort der Berfihrungspunkte auf jeder featen Kugel ein 
Kreis, Ort der Zentren Kegelschnitt (Hyperbel), die Ebenen stehen auf der Ahn- 
lichkeitsachse senkrecht. Beide S&tze rflhren nach der von Hachette nicht wider- 
sprochenen Angabe Duptn's von Dupuis her (Nr. 6 Duptnsche Zyklide); Nr. 6 
Kreis, der 3 Kreise berQhrfc, die Konstruktion ist an r&umliche Betrachtungen ge- 
bunden; Nr. 7 l^ermateches Problem. Schnitt der Ortskurven filr ABC und ABD. 
Hachette nimmt versehentlich 32 Beriihrungskugeln an; hervorznheben ist, daB 
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JTocA. achon Tor GaiuUier, Ponedet und Steiner die Eigenachaft der inversen 
Funkfcepaare benutzt. Hack, hat die beiden S&tze sub 3 xmd 4 in cah. 17 analj- 
tiflch bewiesen. £r hat dann das TaktionBproblem in seinen Supplements de la 
g^om^trie descripiiye de Mange behandelt nnd Correspondance 2. Joli 1812 p. 387 
die beiden Tafeln erklfixt (hier 16 Engeln). 

Ch. JDupin, M^moire snr la sphere tangente k tiois on quatre autree, Pisa 
Okt. (1872), schon ans 1804 (CorreBpond. 2 p. 420); er Idst anch das allgemeine 
Problem: Ebene Enrve auf einer F\ Tangente an 3 gegebene (P auf der F*. 
Satz: Die 8 Tangenten an die 3 Ber^hmngspunkte auf den 8 festen Eugeln 
schneiden sich in einem Punkte, und der Ort dieser Punkte ist eine Gerade senk- 
recht auf der Ebene der 8 festen Zentra, und in der Ebene der Ortskurren der 
Zentren der beweglichen Eugel, und Hhnliche S&tze. 

Cfwsles ftihrt projektiy das allgemeine Problem auf der F* auf das fiir die 
Eugel zuruck: Correspond. 3 (1814) p. 16, auf der Eugel Ton Hachette ibid. 22. Mai 
1813 synthetisch behandelt. 

Fiir die Methode tou U, 1 ist die ganz elementare LOsung Cauehy^t als 
Schiller der £cole polytechn. Correspond. 1 p. 198 hervorzuheben ; sie filhrt das 
Apollonische Problem auf 2 Ereise und einen Punkt zuriick und diese Aufgabe auf 
die Eonsiruktion der gemeinsamen Tangente an 2 Ereise, sie wird yon Mention, 
Nouyell. annal. 9 benutzt, und desgl. Poncekt^ ibid. 2, Jan. 1811 p. 271 
(Biischelsatz). 

Fur die Methode yon II, 2 ist die grundlegende Arbeit: L, GatUHer (de 
Tours) cah. 16 du journal de T^cole polytechn. 13. Juni 1812 p. 124—214: Sur 
les moyens g^n^raux de construire graphiquement un cercle determine par trois 
conditions et une sphere d^tenn. par quatre condit. Noch heute ftir Mittelschulen 
sehr brauchbar, hier Badikalachse und -ebene zweier Ereise oder dreier Eugelu, 
Potenzkreis, Radikalzentrum (Potenzpunkt), Potenzkreis, Ereisschar, Eugelbiischel, 
Eonstruktion fiir Ebene und Baum. 

An Gergonne schliefit sich /. B. Dwrrande an; Gerg. 6 und 6, besonders 
wichtig aber Gerg. 11 p. 68 (Ereise, Eugeln, Zylinder, Eegel etc.), {Pol und 
Polare^ Badikalachse und -ebene, Gergonne^ s LOsung), noch yereinfacht: Gerg. 13, 
p. 193 Abonne, yielleicht E. Bobillier, dessen Yereinfachung der Gtrgonneschen 
LOsung in die franzdsischen Lehrbflcher und Ausgabensammlungen aus seiner Qeo- 
metrie 1832 Eingang gefunden hat, z. B. La Fr^nioire und CatcUan. 

J, V. Poncelet, Gerg. 11 p. 317, Apolloniachea und SteinerscheB Problem (ge- 
meinsame Sehne der Ereise im Unendlichen) schon im M^moire pr^sent^ par 
Cauchy k Tlnstitut und Traits des propri^t^s projectiyes (1822) p. 38 dort Schar; 
Lehre yon den Ahnlichkeitspunkten erweitert (inverse Punktepaare); das Taktions- 
problem mit der Monge-Servoiwchea Lehre yon Pol und Polare yerbunden, Fl&che 
zweiten Grades {F*). Poncelet hat das Apoll. und i^erma/sche Problem schon 
Correspond. 2 p. 277 elementar behandelt und sehr ausfflhrlich und ganz elementar 
zu Saratoff (1813), abgedruckt in der 2. Aufl. des Traits von 1862. 

G, TT. A. Vieth, Dessau (1820), Leitfaden zur yollstandigen Wiederherstel- 
lung etc. {Vieta). 

W. L, Christmann, ApoUonius Suevns, Ttlbingen (1821). 

J. B. Durrande, Gergorme 16 (1825) p. 112. Zwei orthogonale Ereise und C, 
die Polare von P auf in bezug auf C geht dnrch den diametralen von Pj, Eugeln 
dito (Satz yon Monge). Der Orthogonalkreis dreier Ereise oder die Orthogonal- 
Eugel yon 4 Eugeln ist der Ort der Punkte P, deren Polaren sich in ei/nem 

7* 
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Punkte 8 schneiden, und ist zngleich Ort von S, und die znsammengehttrigen 
Schnittpunkte sind diametral; ebendort p. 878 Sarrus unmittelbar durch Hinein- 
gehen in den Baum die Existenz der Badikalachse far Ereis nnd Eugel. 

Heegmann, (1826) Soci^t^ de Lille, 3 kleine KreiBe auf der Eugel, A etc. 

Jcikob Steiner, CreUel (1826) p. 161 ,,£inige geometrische Betrachtungen*^ Ent- 
wicklung der Lehre von der Potenz wie den Ahnlichkeitspunkten und -Achsen 
{Monge), ganz elementar; vieles schon bei Gauitier, der nicht erw&hnt wird, so 
z. B. der Potenzkreis (franzttsiBch reprodnziert: Gergonne 17 p. 286). 

Zu Crelle 2 (1827) p. 190, Taktionsproblem auf derEugel, ygl. Ch. Gudef-mann 
8 (1882) p. 160. 

Colecchi, Sui problemi delle tazioni, Napoli 1836; Yereuch, den Gang des 
ApoUoniua herzustellen. 

Satz von J. L. Baabe, CreUe 2 (1827) p. 395. 

J, Plucker, M^moiie sur les contacts et but les intersections des cercles, 
Gtrgonne 18 (1827) p. 29 (analytische Geometrie). 

ValUs, Gerg. 19 (1829) p. 262. Zwei Ereise berOhren einen Winkel 4 a und 
sich Ton aufien, so ist: r/r «» cot' (46 — a). 

AhonfU, Gerg. 19 p. 175; dito Gerg, 20 p. 84 — 88, Eugel, die auf 4 gegebenen 
Ebenen Ereise Ton gegebenen Badien ausschneidet, Eegel so, dafi die 4 umge- 
Bchriebenen Eegel, welche ihre Spitzen in 4 gegebenen Funkten haben, gegebene 
Offnungs winkel haben. 

J. Th. Ahrens, ApoJUmitM (1832), Literatur bis 1820; Gerg. nicht erwUhnt, 
die L58ung ist die von Camerer, 

Jakob Steiner (1838). Die geometr. Eonstruktionen etc., besonders Lehre Ton 
der Doppelverwandtschafb der iLhnlichkeitspunkte (siehe Inversion). 

J. FUkiker, Crelle 11 (1884) p. 219; vgl. Inversion. ErstmcAige Antoendimg 
der Inversion auf TakHon. 

C. F. Amdt, Grwnert 5 p. 113, Ereisschar, Eug^lschar; ganz elementarer Be- 
weis der S&tze bei Steiner: CreUe 1. Amdt beweist mit der Lehre von der Ereis- 
potenz die S&tze iiber das Schneiden der 3 H5hen, der 3 Medianen und der 
3 Winkelhalbierenden etc., Pol und Polare, harmonische Teilung, die Arbeit noch 
heute fClr Mittelschulen sehr brauchbar. 

C. Th. Anger, (1889) Danzig, Betrachtungen etc. ; ders. (1841) Danzig. 

P. Magrini, Sui contatti dei circoli (1841) Yenedig (zu beachtender Mathe- 
matiker). 

Aug. Miqtiei, LiouviUe 9 (1844) p. 20, 1. M^moire: Wenn sich 4 Ereise 
Bukzessive paarweise auf einem Ereise schneiden, so liegen auch die 4 symme- 
trischen Schnittpunkte auf einem Ereise. Liouv. 10 p. 341. 2. M^moire: 6 Eugeln, 
drei und drei etc., auch die 6 synunetrisch auf einer Eugel. Liouv. 11 p. 66, 
Ereisschar, Taktion von Ereis und Eugel, iSN^narsches Problem, St. Problem ffir 
Eugeln, stereographische Projektion. 

W. Butherford, The mathematician (1846), noch vor Amdt das System der 
8 Ereise ilber den Seiten eines Dreiecks; die Badien der 8 Beriihrungskreise 
SLufterst einfach durch die 4 Seitenerg&nzungen p, p — a, • • • und die 4r.; vgl. 
dazu Dipree, Mathesis (2) 11 (1901) p. 118; (1902) p. 64. 

, AreoLS Trebert, Nouv. annal. 8 (1844) p. 101, geschickte Bechnung fdr Fermat- 
sches Problem; Gergonne'a LOsung auf die Eugeln ilbertragen. 

J. A. Serret, CreUe 87 (1848) p. 51, i^enna^sches Problem, Eonstruktion sehr 
einfach. 
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/. Mention, Nouy. annal. 11 p. 108; BodentniUeracher (nichi Faure) Satz (s. 
Vierseit) 1852; ibid. Gamier, hfibscher Satz tiber Xbnlichkeitspunkte p. 348; ibid, 
p. 398 JuUien, Bilschelsatz von FlUcker. 

M. Ghaalea, G^om^trie sup^enre (1852, 2. Aufl. 1880), Erei«Bchar sehr aus- 
fuhrlich. 

m 

A. Mobius, Longimetrie, imagin&re Ereise (1852), Werke Bd. 2, p. 189. 
Bwrtdey, On bisectant axes etc. (1852), London. 

A. Mannheim, s. unten Serret. Ort der Zentren der Ereise, welche 8 gege- 
bene unter gleichen Winkeln schneiden, sind 4 Gerade durch B4idikalzentram. 

F, Kerz (hessischer Rittmeister, Bp3.ter Obent), Grun, 24 (1858) p. 271, Fall, 
in dem die 3 Zentren anf dner Geraden (wo Gerg. yeisagt); Chtm. 26 p. 266, spe- 
zielle F9.11e; Grun.2S (2 Ereise beriihrt, der 8. rechtwinklig schneidet etc.); Grun. 
35 (1860) p. 121. Kerg ist breit, aber elementar. 

Taktion anf der Eugel (Inversion, bezw. stereographische Projektion) Vcmnson^ 
Nonvelles annales 14 (1855). 

J. J. Wilkinson, Ereis der Tangentenrerhftltnisse, 8 Seiten (1855), Nouy. 
annal. 14 (1858) p. 169. 

B. JIvord, Smithsonian contributions 8 (1855); ders. American Journal of 
Mathematics (Johns Hopkins University) 5 (1882) p. 25. 

J. (7. L. Hellwig, Das Apolloni%(^<^ Problem, Halle (1856). 

Devaux, Ozamendi, Nouy. annal. 15 (1856) p. 226; Sur Taiie du A form^ 
par les tangentes communes. 

A, Bauer, SM&inilch 18 (1860) p. 160, Anwendung der Determinanten auf 
Taktion. 

A. Ku/rs, Grun. SI p. 846, sehr kurze und klare t^bersicht ilber das Taktions- 
problem auf 8 Seiten. 

Coaklay, The mathematician monthly {Buncle) (1860) p. 116, analytisch, 
ApoUonius, auch FermcU. 

A, Hart, Quarterly journal 4 (1861) s. Feuerhach. 

John CcLsey, Quarterly joum. 5 (1862) p. 48, p. 118, On coaxial circles 
(i^mc^^etecherSchliefiungssatz); Triangular systems of circles, p. 318. Eigenschaften 
der 8 Beruhrungskreise (Grenzpunkte) ; Chuppen zu 4, die aufier den 8 gegebenen 
noch von einem 4. berfihit werden; Benutzung der Inversion. CayJey ibid. p. 381 
(abgeleitet aus der Gleichung zwischen den 6 Distanzen von 4 Punkten). 

B. Townsend, Modem geometry 1 (1868) p. 235; A, B, C Zentren; AB etc. 
Radien, Bedingung fur Eoaxialit9.t; AB* : ABAC+ etc. = 1. 

P. Serret, Nouv. annal. 22 (1868) p. 95, Sur le cercle tangent k trois; 4 Scharen 
isogonaler Ereise, jede hat eine der 4 Ahnlichkeitsachsen zurgemeinsamen Radikal- 
achse, das Hauptresultat schon Kouv. annal. 12 (1853) p. 113 yon Mannheim. 

E. Barbier, Zurilckfuhrung auf Gassendinches Problem. Nouv. annal. (2) 4 
(1865) p. 313; im selben Bande: K Maihieu, Taktion mit Dreieckskoordinaten. 

tT* Ckisey, Proceedings of the Royal Irish society (1866) 9. April, sehr ele- 
gwite Gleichung far Ereis der 8 Ereise: [7«-0; F—0; TT^O; berflhrt: 
yfU^Y^V+yhW=^0; dariiber Cayley, Quarterly joum. 8 p. 334. 

K Stephan, Nouv. annal. (2) 5 (1866) p. 321, Eonstruktion der Zentren der 
Ereise des ApoUoniBchen Problems. 

Ch. W. Merrifield, Proceedings of the London mathem. society 2 (1869) p. 175 
zeigt, dafi die Radikalachse schon den Arabern bekannt geweseOk 

J. EUks, Das ^|M>{I(mische Problem, Programm Straubing (1869). 



102 n. Spezielles. 

A. Aiibaneh Nouv. annal. (2) 9 p. 326^ Badikdlkreis (antgegengesetzt gleiche 
Potenz p =: — p\ Satz von Faure ilber p, p. 371 /S^tnerscheB Problem. 

G. Affolter, Clehsch Annalen 4 (1871) p. 185, Kngel, welche 4 Eugeln unter 
gleichem Winkel scbneidet (16; eine, welcbe alle 4 gleicbartig); id. Schl6milch 16 
p. 162, Steinersche Eugeln, sehr kurz; id. Grunert 57 (1874) p. 1 — 62: Zur Geo- 
metrie des Ereises and der Engeln, sebr elementar nnd sehr fwr die Schule 
geeignet. 

S. Lie, Clehsch 5 (1872) S. 173: t^^ber Komplexe, insbesondere Linien- und 
Eugelkomplexe. Der Eomplex der Eugeln, die eine feste Eugel unter gegebenem 
Winkel schneiden, erscheint als Transformation des allgemeinen FlUckerachen Eom- 
plezes. Dadarch, dafi bei Lie der Radius auch in der ersten Potenz auftritt, ist 
Lie allgemeiner als Reye (s. unten), und es tritt neben Inversion auch Parallel- 
transformation (Dilatation) auf. Die Ztesche Arbeit ist zwar an sich keineswegs 
elem., enthUlt aber (HinweisuDg von F. Klein) einen bedeutenden elem. Eem. 

J. GriffUhs, London matbem. soc. Proceed. 3 (1871) p. 269, Proc. 5, p. 33 (ana- 
lytisch), SteinerBches Problem, id. Quarterly J, 11 (1871) p. 366. 

H. Schubert, Schldmilch 14 (1869) p. 506. Eine geometriscbe Eigenschaft der 
16 Eugeln, welcbe 4 etc. beriihren; metrische Belationen zwiscben den Radien 
der 16. 

/. G. Darboux, Annales scientifiques de Tdcole normale (2) 1 (1872) p. 323, 
S^'nerscbes Problem. 

F. X. StoU, Clebsch Annalen 6 (1873) p. 613; Analyse der verscbiedenen 
F3«lle, sehr genaue Unterscheidung : ders. Programm (1874, 1875). 

P. Mansion, Nouv. Correspond. (CcUalan) 1 (1874). Gegeben Pigur / und 
Punkt A und C; Figur Ff^f etc.; Ereis, der Ereis berubrt und durch A und C 
geht, mittels Abnlicbkeit. Ibid. 1 und 2 Laisant; Ort der Punkte, deren Potenz- 
summe for n gegebene Ereise konstant, ist ein Ereis. Ibid. 3 (1876) E. Dubois: 

Die 8 Ereise in 4 Gruppen 1. a=s4" + "4-i * [+ aiifien, — innen]; 

2. a==H ; a' = 1-+; 3. (3 = 1 ; j?'; 4. y = 1-; /; Ig und 

g^ und orthogonaler Ereis B der 3 gegebenen ABC haben dieselbe Radikalachse ; 
II. Jede Sekante durch Punkt B scbneidet die 8 Ereise in 16 Punkten einer In- 
volution, deren Zentrum B ist; III. 4 Ereise zweier Gruppen scbneiden sich in 
12 Punkten, von denen 4 auf Ereis B liegen, die anderen paarweise mit B in 
gerader Linie; lY. Die 4 Ereise von 2 Gruppen sind Tangenten an einen Ereis 
{Casey 1862); Y. Diese 6 Ereise haben B zum orthogonalen Ereis (vgl. aber 
Casey (1862) und Hart (1861)). 

O. Lampe, Programm Ohlau (1876), Das Taktionsproblem. 

O. Broeckerhoff, Programm Beuthen (1870), ApoUoniBchea Problem. 

V. LUhmann, Eonstruktionen etc. Programm Gartz (1877). 

A. Morel, Bowrget (1878) p. 257; orthogonaler Ereis als Ort der Pankte etc. 
(Satz von Durrande!)^ Begriff des Ereisabstandsverh&ltnisses , Ereisschar, danach 
inversion. 

L, Mack, Gnmert 62 (1878) p. 405, Radikalachse, Ereis entgegengesetzt gleichen 
Potenzen (Radikalkreis). 

J. Petersen, Methoden und Theorien (1879) p. 101. 

Frz. Mertens, Analytische AuflOsung des Apollonischen Probl., sehr elegante 
Rechnung. SchUhnilch 21 (1874) p. 443. 

Ed. Lucas, Messenger 8 (1879) p. 38. Die Potenzen eines Punktes fur 
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6 Ereise oder 6 Eageln sind durch eine lineare homogene Gleichmig veibunden, 
in der die Summe der EoefBzienten ist. 

T/i. Meye, SyntbetiBche Greometrie der Eageln analytisch anch in Salmon, 
Conic Sections nnd vielen anderen Werken (1879), Inversion, ebenao voU- 
si&ndig wie elementar; die Geometne des linearen Ereis- bezw. EogelkomplexeB 
(analytisch M, Simony Sammlong Schubert 8 und 9); nirgends ist das Taktions- 
problem so Obersichtlich im Zusammenhange dargestelU wie bei Beye. 

E, Lemoine, Bourget (1879); 2 Pankte and 1 Gerade ganz elementAr, sogar 
ohne Xhnlichkeit; Eonstmktion \Sk&t sich nocb vereinfachen, bo dafi sie beide 
Ereise gibt. 

E, Lagui^e, Association fran9ai8e (1880) fQhrt einfach das iS^'nersche Pro- 
blem auf das ApoUanische nnd das Steinersche Problem ftlr die Eugel auf das 
l^armatsche zordek. 

. K. E, Hoffmann, Chrtmert 66 p. 246; Taktionsproblem angewandt anf die 

3 Ankreise eines Dreiecks. 

J. Casey, A sequel to Ettclid (1881) p. 122, OergowncBche L5sung g^lt nur 
ftir 3 Pnnkte oder 3 Gerade nicht; eigene LOsnng, im Grande die von Newton, 
aber selbst&ndig gefanden. 

TT. Fiedler, Zjklographie (1882); dem Punkt im Baume wird in der Bild- 
ebene ein bestimmter Ereis zugeordnet, so einfach im Grande die LOsung des 
Taktionsproblems ist, so geh5rt das Werk doch in die darsteUende Geometrie. 

G. F. Walker, Messenger (2) 12 (1882) (2 LSsungen). Wenn eine Engel 3 be- 
ruhrt, so besteht der Ort der Zentren ans 8 Eegelschnitten and der Ort der Be- 
ruhrungsponkte mit einer der 4 gegebenen Eugeln aus 4 kleinen Ereise; die 
Ebenen aller 12 Ereise schneiden sich in der Radikalachse, Dupuis-HackeUe! 

A, Milinowskiy Elementar -synthetische GeomCtrie der Eegelschnitte. 1. Ab- 
schnitt Leipzig (1882). (2. wohlfeile Ausgabe 1896.) 

E. Laguih'e, Nonv. annal. (3) 2 (1883); Determination et constraction nou- 
velle da cercle etc. (Sieineraches Problem, ^f^n^rsches Eagelproblem) ; sehr ein- 
fache Eonstraktion der 8 Ereise, and 16 Eugeln. Gleichung (nicht elementar) 
der 8 Ereise and 16 Eugeln; p. 848 wesentliche Yereinfachung; Nouv. annal. (3) 
6 (1886) kurz die LOsung Gergonne'B durch Inversion. 

J, Thomae, Schlomtlch Zeitschr. 29 (1884) p. 284: Das ebene Ereissystem und 
seine Abbildung auf den Baum (Inversion). Hofifeld, ebenda p. 305, 8 Ejreise, 
welche 4 Ereise imter einerlei Winkel schneiden, bilden in Gemeinschaft mit den 

4 orthogonalen Ereisen zu je 3 der 4 eine Eonfiguration 12^ 16,. 

M, Jenkins, Educat. tim. 39 (1883) p. 88 Kr. 7185; Feiierbachschei Ereis als 
besonderer Fall der Taktion; das Zentrum des Feuerbaeh ist der Punkt, in dem 
sich die 3 Ereise schneiden, welche 2 Ankreise 4~ ^^^ einen — berilhren. 

E, Wiskoczd, Das ApoUoniaoke Problem, Programm Iglau 1887. 

A. Schiappa Monteiro, Teizeira journal 5 (1884), Recherche etc.; der Ort des 
Zentrums des Ereises, der 2 Ereise unter gegebenem Winkel schneidet. Grofie An- 
zahl wichtiger S&tze in betreff des Systems von Ereisen und der dadurch be- 
stimmten Eugeln. 

B. LaMan, Quarterly journal 21 (1885) p. 1— -59; SteinerBoheB Problem, In- 
version; es g^bt zwei Ereise, die in vers in bezug auf den orthogonalen Ereis (On 
the properties of an angle formed by coplanar circles); id. Messenger 16 (1887) 
p. 152. On poristie systems of circles. 
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A. Cayley, Messenger 17 (1887) p. 18; System of equations for three circles 
which cut each other at given angles (iS!^'n«r8ches Problem). 

B, Niewenglonski, Anwendung des 5tet(7arfeohen Satzes OA* • BC -\ 1- AB 

• BC ' CA = auf den Spezialfall des ^|M>Z{(>n»schen Problems : 2 Punkte und 
1 Kreis Nouv. Ann. (3) 6 (1887 p. 173—175). 

L. Gianni, Periodico matem. 4 (1889) p. 8 u. 45 ; elementarer Beweis der wich- 
tigsten Eigensohaften einer Ereisschar. 

E. VigarH, Mathesis 9 (1889) p. 106, Kreisschar, Xhnlichkeitspunkte. 

A, Cayley, Quarterly journal 25 (1891) p. 124; Beproduktion der Ldsungen des 
4jpoZZomBchen Problems von Newton und Casey \ analytische Berechnung des 
Quadrats der Entfemungen der Zentren. 

F. Hioux, Nouy. annal. (3) 10 (1891) p. 399, Inversion (Gergonne bewiesen). 
Maurice FovuM, ibid. 11 p. 227, 331 u. 404 gestiitzt auf die Isogonalkreise. 

jET. Cranz, Das ApoUaniBche Ber^hmngsproblem und verwandte Aufgaben 
{Malfatti) Stuttgart 1891, gutes elementares Sammelwerk. 

Hor. Cox, Quarterly joum. 25 (1891) p. 1 Application of (}rafimann'B Aus- 
dehnungslehre to properties of circles. 

B, Lachlan, Quart, joum. 26 (1892) p. 129; On coaxal systems of circles. 
A. Larmor, Caseysche Bedingung (s. Inversion) auf das Apoll. Problem an- 

gewandt.; Loud. math. soc. Proc. 28 (1892) p. 185. 

Ad, Breuer, Die einfachste LOsung des jipollomschen Problems; eine An- 
wendung der neuen Theorie der Imagin&ren. Erfurt 1892. 

A^Poulain^ 3. Congr^s scientifique international des Catholiques; elementar, 
iS^etnersohes Problem, Literatur (s. Mathesis 15). 

A, Droz-Famy, Bourget (1895) p. 242 hebt hervor, dafi die meisten S&tze 
tiber die Badikalachse in Chasles' g^om^trie sup^rieure aus dem Satz von Casey 
(A sequel to Ettclid 6 p. 118) folgen: Die Differenz der Quadrate der Tangenten 
von einem Punkt an zwei Ereise ist gleich dem Rechteck aus den Abs^&nden von 
der Radikalachse und der Zentrale. jChassioHs^ ibid. p. 218, p. 267; Kreis, der 
einem Dreieck konjugiert ist, ist der orthogonale Kreis der 3 Kreise fiber den 
Seiten (Zentrum H). Sind J^, ■ - , J^ 4 Gerade und I\ konjugiert zu ^i^, ^^4, 
so sind Fj bis F^ orthogonal zu den 3 Kreisen D^ D, D, thei den 8 Diagonalen 
des Yierseits; ibid. p. 225, Satz von de Longchamps. 

B. Lachlan, On systems of circles and spheres. Proc. Boy. Soc. 40 p. 242 
und Phil. Trans. 177 (1886) p. 481—625. 

Zum Badikalkreis von Duran-Loriga vergl. L. Mack (1878) in Grunert 62 

(s. oben.) 

J, Durcm-Loriga, U progreso matem. 5 (1895) p. 70; Badikalkreis (p = — |)') 
• 4p" = 2(JB'-|-iJ'*) — tJ»; Bourget (1896); Mathesis 16 p. 105; vgl. G, de Long- 
champs^ Journal de math^matiques sp^ciales (1886) p. 871. Duran-Loriga (1897), 
Bourget, Beweis, dafi der Kreis von Longchamps die Potentialkreise (um die Mitte 
der Seiten mit den Medianen) orthogonal schneidet p. 29, p. 60 (cercle radical, d. h. 
der mit einem gegebenem Kreis einen gegebenen zum Badikalkreis hat) p. 82 ; An- 
wendung auf die Dreiecksgeometrie; id. Bivistadi Peano 6 (1895) p. 178, Sobre 
los circolos radicales; id. Grunert (2) 15 (1896) p. 17; Mathesis (2) 6 (1896) p. 105; 
Teixeira J. 13 (1896) p. 88 usw. 

B, F. Muirhead, Edinburgh mathemat. society Proceedings 14 (1896) p. 135: 
On the number and nature of the solutions of the Apollonian contact problem. 
Ein sehi einf aches Verfahren zur L5sung; Klassifikation der F&lle des ApoUonius. 
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K. Trauh^ Beiechnung der Radien, Lahr 1896. 

W. Bartolomei, Yersuch ejner elementar-theoretischen Untersuchung der Be- 
rdhrung von Kngeln, rossiBch 1896. 

J. Sobotka, Wiener Monatshefte 7 (1806) p. 347, Kreise gleicher TangeDtenl9.iige. 

W, McF. Orr, Cambridge Proceedings (1897); Theory on the contact of spherea, 
9 S&tze sind nicht neu, aber sehr einfach bewiesen. 

E* Study y Sitzber. der Gee. fQr Natnrk. in Bonn 1 p. 8, Clebsch Annalen 
49 (1897) p. 497^642; das ^|)o0oni8che Problem, Invarianten- nnd Gruppentheorie, 
geometrisch durch Inversion. 

A, Henschel, Progr. 721 (1899) Weimar, Untersuchung fiber Bertihrungs- 
kugeln. 

E. Bouchd, Traits, ApoUoniacheB Problem nach FaucM und StdnencheB 
Problem nach Tarry (1900). 

J, GaUucci, NouY. annal. (1900) p. 116. Duporcq p. 193 (concours de 1899); 
A, MafifeUer, Progr. Montabaur (1901), Arch, der Math. u. Phys. (S) 3. (1902) 
p. 189. Eine einfache LOsung des ApoUon, Problems (beliebiger Hilfskreis statt 
des Gergonneichen. Orthogonalkreises) ; ygl. auch Feuerbach, Malfatti, Inversion^ 
Ereis. 

12. Sohliefiungsproblem (inkl. Castillon). a) Castillon, Zeichen 
fflr CastiUonBciieB Problem ftlr Kegelschnitte C^. 

Zeichen fdr OttojanoBches Problem fClr Kegelschnitte 0,. 

Das CastUlonsche Problem ist die Aufgabe, ein Dreieck (dual. 
Dreiseit) zu konstruieren, dessen Seiten (Ecken) durch feste Punkte 
(auf festen Geraden) gehen und das einem gegebenen Kreise ein- (nm-) 
geschrieben ist. 

Das Ottojanoache Problem ist die Yerallgemeinerung des CcLsttUonr 
schen auf beliebiges n-Eck (-Seit). 

Die Polarentheorie und projektive Geometrie ersetzen den Kreis 
durch einen beliebigen Kegelschnitt, und so ergeben sich das C^ und 0^ 
Im speziellen Fall^ wo die 3 Punkte auf einer Geraden liegen^ ist C^ Yon 
Pappm, Gollectaneen Buch 7, Problem 117 gelost durch Zurfickf&hrung 
(Problem 107) auf den Fall, wo ein Punkt im Unendlichen (wie im 
CcUaian's Th^or^mes et probl^mes). G, F. Castillon, der sich seit 1742 
infolge einer Aufforderung Cramer^B mit dem Cast. Probl. beschaftigte, 
veroffentlichte seine elementargeometrische Losung in den M^moires 
de Berlin (1776) p. 265, wo dann Lagrange p. 284 sofort die Losung 
durch Rechnung gab. Eider ^bertrug das Problem auf die Kugel, 
nachdem er es, gestUtzt auf eine hUbsche Erweiterung des Potenzsatzes, 
ganz elementar bewiesen, Acta Petropol. (1780) p. 91; ebendort Fufi 
p. 97 erst Fall Pappus und dann das CastiUonBche, ebenfalls elementar, 
und LexeU gab fdr die Zo^ran^esche Losung die Konstruktion und 
leitete auch die CastiUonBche ab. 

Anknilpfend an Pappus gab OttojanOy damals wenig liber 16 Jahre, 
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in den Memorie di fisica e di matematica della society italiana, Modena 
(nicht Verona) seine Losung des Ottojanoschen Problems. Im selben 
Bande unabhangig von ihm McHfatti die seinige^ er nennt die yon 
OUojanOy „una soluzione breve e ingegnosa'^, und L'Huilier, der eine 
eigene analytische Losung des OUqja/noBclien Problems im eigenen 
M^moire Tom 23. April 1795 gegeben, druckte in den Elements d'analyse 
geometrique etc. 1809 die Losnngen von Ottojano imd Malfatti ab. 
Carnotf Geometrie de position 1803 p. 883 analytisch {Lagrange) nicht 
durchgefuhrt, aber die Oeschichte. 

Literatur femer bei Terquem, Nouv. annal. 3 und 

Max BrUckner, Das OttqjanoBche Problem, Programm Zwickau 1892, wo 
die wichtigflten Ldsiingen' reprodusuert sind, und Ponceht, Traits (1822) § 667 
und § 5; einiges auch bei Chasles, Aper9u, Note 11. 

Ch, J, Brianduyn gibt Journal de T^cole polytechn. (1810) cab. 10, J. 4 das 
Ottoj. Problem und 0, mittels eines allgemeinen Satzes, der zu den sogenannten 
PonceletBchen Schliefiung8sS.tzen gehOrt, bier kommt das Wort pdle Tor, aber nicht 
in der beutigen Bedeutung. 

J. D. Gergonne stellt Annales 1 (1810) p. 17 das duale CtisttU. Problem zur 
Frage, in der Note gleich das Ottcj. Problem, worauf Encontre p. 122 mit Pol 
und Polare (die nicht genannt werden) das Ottoj, Problem lOst und gleich be- 
merkt, dafi damit auch 0, gelOst ist. Gergonne gibt dann p. 126 eine elegante 
(Lineal-)Eonstruktion des dualen Cast. Problems und fordert zum Beweis auf. 
p. 387 (nicht 387 B) gibt dann Servois die LOsung des 0, mit der Polaren- 
theorie (bier zum erstenmal: Pol) und Eochat p. 842 dieselbe ]j()sung (mit dem 
Lineal). 

Gergonne gibt dann : Gerg, 7 p. 326, um die t)berlegenheit seiner analytischen 
Lineal-) Methode (vgl. Taktionsproblem) Qber die synthetische zu zeigen, seine 
LOsung; ihm erwidert Poncelet Gerg, 8 p. 146 mit den Reflexions und gibt zwei 
L5sungen des 0, (in der ersten, indirekten ein st5render Druckfehler), die ztceite 
ganz besonders einfach; dann den Spezialfall, den schon Brianchon erledigt 
hatte, in dem die Punkte auf einer Geraden liegen, wo Encontre und Servois Ter- 
sagen; bier auf p. 161 ftbr den Fall geradzahliger Polygene der erste Schliefiungs- 
satz. Er gibt auch den fundamentaJen Satz an: Wenn sich ein Polygon in einer 
Eurve zweiten Grades (einer (P) so bewegt, dafi die Seiten bis auf eine durch feste 
Punkte gehen, so umhuUt diese Seite eine C7', welche die C* in zwei Punkten 
beriihrt. 

Das ist die Hauptarbeit PoncdeCn fiber das Ottoj, Probl. und nicht 
der Traits § 557 — 564, wo sie im wesentlichen reproduziert ist. 

Ad. Lechevain, Correspondance Qmtelet 1 (1826) Question p. 867, LOsung (2) 
66 (1826). 

Th, Clausen, CreUe 4 (1829) p. 891; zwei Dreiecke, ein Ereis, das eine um-, 
das andere eingeschrieben, so da£ die Seiten des inneren durch die Ecken des 
S.ufieren gehen; wenn das eine gegeben ist, das andere zn finden. Trigonometrisch, 
auf beliebiges Polygon verallgemeinert von M6biua, CreUe 6 (1880) p. 102 mit 
baryzentrisohem Ealkul. 
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Mittels Lineals nnd festen Ereiaes mit gegebenem Mittelpunkt, Sieiner geome> 
trisqhe Konstniktionen 1888, Anhang, Aufgabe 20 und 21, die beiden Daalen 0,. 

Triau, Nonv. annal. 3 (1843) p. 461, elegante, elementare LSsang durch 
ZnrclckfCLhrang aof Spezialfall von Pappus (in CataiarC% Th^or^mes reproduziert), 
dazu Note von lerquem. 

Auhertin, Orelle 45 (1868) p. 246 mit eigentilmlichen , nicht unpraktischen 
Koordinaten das O,. 

A. CayUy, Quarterly jonm. 8 (1859) p. 57 reproduziert Clausen und M^ius. 

M, Gardiner, ibi 7 (1866) p. 146, O,. idem Lond. Math. Soc. Proc. 2 (1868) 
p. 63. 

S. A, Benshaw, London mathem. society proceedings 7 (1876) p. 289, der ah 
sehr einfache LOsung f£lr das Ottoj. Probl. im Ereise die von SwcUe von Liverpool 
erw&hnt^ welche er aaf CastiU, Problem erweitert. 

G. Affolter, Programm Solothum 1870, Beitrftge zor Geometrie der Yielecke 

F, P. Pourcheiroux, Nouv. annal. (2) 9 (1870) p. 423, Kreis und zwei Punkte 
gleicbschenkliges Dreieck, dessen Schenkel je durch einen der Punkte gehen, zn- 
rfickgefOhrt auf die Aufgabe: Gegeben Ereis und zwei Gerade, Tangente zu ziehen, 
welche zwischen den Geraden halbiert wird, welche Aufgabe A. Morel, ibid. (2) 8 
p. 232 gel0Bt hat (Hyperbel), und E, Lemoine; ibid. (1894) p. 215. 3f. Auric, 
Billard circulaire. 

PoncelefB YiGsungen mit Ab&nderungen : Sammlung Schubert 8 (1899) p. 164. 
Analytische Geometrie der Ebene. (Schnitt einer Geraden und eines durch fdnf 
Punkte bestimmten Eegelschnittes.) 

LOsung mit Aquipollenzen von Bisiat, Nouv. annal. (2) 9 (1870) p. 129 und 
mit Inversion Petersen, Methoden und Theorien, deutsch 1879, Aufgabe 200 
und 201. 

Educational times 61 (1894) p. 580; zwei Seiten des eingeschriebenen Dreiecks 
durch feste Punkte und das Dreieck Maximum oder Minimum, E, Lampe (Be- 
rdhrungskreise durch P und Q). 

Verwandte Aufgaben: 

Einem gegeben en Dreieck ein gegebenes Dreieck um- und einzuschreiben; 
Gergowne 2 p. 22—32, Vecten, Bochat, Fauquier; dieselben: p. 88 — 94. Einem 
Dreieck daB gr5fite Dreieck von gegebener Art um-^ bezw. das kleinste einzu- 
schreiben. (L'Huilier, filaments 1809.) 

/. Steiner, geom. Eonstrukt. p. 67. Wenn zwei Dreiecke gegeben sind, ein 
drittes zu finden, das dem ersten um- und dem zweiten eingeschrieben ist. 

G. Tarry, Nouv. annal. (3) 10 (1891) p. 5. In eine gegebene Eugel ein 
geradliniges Polygon einzuschreiben, so daB jede Seite durch einen gegebenen 
Punkt geht; (3) 11 p. 257 mit XquipoUcDZ gelOst. 

L. ScMegel, Zeuthen Tidsskrift (3) 6 (1876) p. 82, das grOfite gleichschenklige 
Dreieck, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte gehen, elementar. 

Quadrat in ein Yiereck: Frz, Seydewitz, trigonometrisch und projektiv: 
Grwnert 6 (1845) p. 178; Clausen, sehr elegant, elementar, Grunert 15 p. 238, cf, 
Hauck bei Trigonometrie; D. Ch, L, Lehmus, CreUe 34 p. 280, Eonstniktion durch 
Bechnung: CreUe 45 p. 246. 

Davis wie Hauck, Educational times 60 p. 49 11 979 (1894). 

Yerallgemeinerungen, wo der Eegelschnitt durch ein Polygon ersetzt ist, 
besonders bei Poncelet in den den zitierten vorangehenden Paragraphen. 
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OttQJanoBohes Problem auf der Eagel, das schon Eukr auf planes zurdck- 
gefuhrt hatte, einfacher von /. B, Durrande, Gergonne 8 p. 162, das 0, ist dann 
Ton Pancelet im Traits projektiv gclOst. 

CcistiUonseheB Problem im Raum: Sir W, Hamilton, Irish academy (1849) 
(Qnatemionen). 

B, Townsend, London mathem. society proceed. 2 (1867) p. 21, Geradlinige 
Fl&chen zweiten Grades (0,). 

Jf. Gardiner, Quarterly joum. 7 (1866) p. 284 auf F*, nachdem er ibid, 
p. 146 das O^'anosche Problem auf Kegelschnitten behandelt hat, auch Pascal 
(analytisch). 

b. Schliefiiingsproblem. 

Obgleich schon IkHer und Fufi die Relation fiir das ein- und um- 
geschriebene Dreieck und Viereck gegeben haben, so ist doch die 
eigentliche Reihe der Satze im AnschluB an das CastiUonsche Problem 
Yon Poncelet, Traite § 565 gegeben^ den der Spezialfall^ in dem die 
Punkte in gerader Linie und die Seitenzahl gerade, darauf hinfiUirte; 
der Zusammenhang mit den elliptischen Funktionen ist bekannt^ doch 
gehort es zum Teil; wenigstens f&r den Ereis^ in die Elementar- 
geometrie. 

/. B. Dttrrande, Gergonne 17 p. 29. 

J, Quidde, Grunert 28 p. 180 Kreisbtlschel, ganz elementar. 

(Stuttgart) Planck, Grunert 19 (1862) p. 78, elementar, auf den Pascal ge- 
stfitzt, den er 18 p. 836 bewiesen hat. 

Schliefiungsproblem elementar bewiesen von Casey und Hart, Quarterly 
journal (1867 und 1868). 

W, H, Besant, Quarterly journal 13 (1874) p. 276, Schliefiungsproblem ftlr 
Dreieck, ganz kurz. 

A, Milinowski, ScMdmilch 23 (1878) p. 189; sehr einfache Ableitung der Be* 
dingung fflrs Viereck, p*™ (r + p + d)(r -{- q ^ d) . . . bezw. ^* = — J*, wo J das 
Dreieck aus r, ^, d. 

B. Townsend, Educational Times 27 (1877) p. 71. Bedingung furs Sechseck: 
Wenn B grofier und r kleiner Radius, so, wenn cos~ ^o; ss arc cos x ist, 



sin cos~*-:= T — |- cos sin~* p , , «= 1. 
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M. Weill f Sur les polygenes inscrits et circonscrits k la fois & deux cercles. 
LiouviUe (8) 4 (1878) p. 266^304. 1. Satz: Im Fall einer Schliefiung ist das 
Zentrum der mittleren Entfernung der Berfihrungspunkte ein fester Punkt; der 
Ort der Schwerpunkte yon n — r dieser Punkte ist ein Ereis {G. N, Haljp^ien, mit 
elliptischen Funktionen: LiouviUe (3) 6 (1879) p. 286). 

M, Weill, Nouv. annal. (2) 19 (1880) p. 67; 2. Satz: Wenn ein konyexes 
Polygon sich bewegt, indem es denselben beiden Ereisen ein- und umgeschrieben 
bleibt, BO bleibt seine Fl9.che proportional der des Polygons, welches zu Ecken 
die Beriihrungspunkte mit dem inneren Ereise hat, woven der Feuerbachache Satz: 
Das Dreieck ist mittlere Proportionale zwischen dem Dreieck der Zentren der 
Ankreise und dem der Berfihrungspunkte, spezieller Fall ist. In der Arbeit 
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WeilTs^ Liauv. (S) 4 (1878) p. 265 ist dae Schliefiangsproblem im Kreis eigentlich 
vOllig gelOst. 

N. Trudi, Bendiconto del reale Accadem. di Napoli. (1882); S&tze WeiWa 
und Hcdphen'B ana LiouvUle 4 und 6 abgeleitet durch elementare Betrachfcnngen 
nber die FeuerhachactLen Eieise. 

* C.Inirigtla, BaMagUni 21 (1888) p. 823; Sui poligoni iscritii e circoBcritti 
contemporaneamente a dne circonfeienze. 

/. Junker, Geomefcrische Untergnchungen flber bizentriBche Vierecke (Tan- 
genten in den Enden zweier Benkrechter Sehnen); Programm Erefeld (1892). 

JJ. Verri^e, Clairin, Bourget (1898) p. 79; Scbliefiungsproblem unabh&ngig 
von der Eulernchen Relation, ganz elementar fOrs Dreieck. 

JERstorisdi: 

€hno Laria, I poligoni di Poncelet, Torino (1889), Znsatz Bibliotheca matbe- 
matica (1889). 

Hierzu X 8toU, SM&mOch 29 (1884) p. 91, Ober Bpb&riscbe Yielecke, die 
einem Ereis ein- nnd einem andeien Kreis amgescbrieben sind, elementar (tri> 
gonometriscb). Die Sfttze, welcbe Jaeobi (bezw. PonceUi) fOr die Ebene bewiesen 
hat, soweit sie anf der Engel gelten. 

Neben dam PonceletBchen kommt das Ton Steiner erweiterte Ereis- 
ringproblem des Pappus, CoUectaneen 6, 12 — 17 in Betracht. 

/. Steiner, CreUe 1 p. 252, p. 272; KreiBringreihen; Gergonne 19 p. 262, 
VcUUs, Sjreis- bezw. Eugelreihen. 

Paul Serret, Nonv. annal. (2) 1 (1862) p. 184 fSr Ereise. 

H, M, Taylor, Messenger 7 (1878); Ring of circles touching two circles; In- 
version ans zwei konzentrischen Ereisen, nnd W. W, Taylor, ibid. p. 167 Yer- 
allgemeinenmg. 

E. B. Seite, Analist 5 (1878) p. 45, anf der Engel. 

K. Schtoering, ScM&milch 24 (1879) p. 895; NeueB elementares SchliefinngB- 
problem: zwei feste Ereise und zwei Strahlen. 

/. Larmor, Messenger 18 (1884) p. 61, durch Inyersion Ereisring auf gewOhn- 
liches PoviceletacheB Schliefinngsproblem znriickgefuhrt, aber schon: Nonv. annal. 
(2) 1 (1862) p. 184 Paul Serret (anf Engeln dito). 

B. Lachlan, Messenger 16 (1887), Yerallgemeinemng der Steinerschen. Anf- 
gabe. (Determinanten ; EinfQhrung des imagin&ren Winkels der beiden sich nicht 
schneidenden Ereise.) 

Ad. Schumann, Die iS^'nerschen Ereisreihen nnd ihre Beziehnng znm Pon- 
eeletschen Schliefinngsproblem. Programm Berlin 1888. 

2h. Vahlen, ScMomilch 41 (1897) p. 158; t^er Steiner%chb Eugelketten. 

C. Flftcheninhalt 

13. Pythagoras. Der ^^Magister Matheseos^, noch heute ftlr 
den Schulunterricht der bei weitem wichtigste Satz der Elementar- 
geometrie, mufi nach dem neuesten Stand der Forschung dem Pyfhor 
goras ab- und den Indem zugesprochen werden. Es kommen in Be- 
tracht Q, ThibatAt, Journal of the Asiatic society of Bengal 44 (1874); 
V. Schroeder, Pythagoras und die Inder (1884); ders. Indiens Literatur 



110 U. SpezieUeB. 

und Kultur and yor allem Albert Biirk, Das Apastamba-Sulba-Sutra^ Zeit- 
schrift der Deutschen Morgenlandischen Gesellschaft (1900) p. 543. 
Die ganze Darstellung Cantor'^ von der indischen Oeometrie wird da- 
durch umgeworfen. Bei der aufierordentlichen Bedeutung, die das 
Opfer and der Altar fiir den Eultus hatte^ muBten die Inder die Altare 
genau rechtwinklig herstellen. Die Sulba-Sutra kennen eine Reihe ganz- 
zahliger rechtwinkliger Dreiecke (Pythagoras), von denen iswei nicht 
auf der Formel des Pytfiagoras 2 a, a* — 1, a*+ 1 beruhen, die Inder mufiten 
bei gewissen Zeremonien Quadrate konstruieren, die sich wie 1 : 3 und 
1 : 2 verhalten, also den Satz des Pythagoras und die Irrationalitat kennen; 
sie mufiten dann die Grundflache ibrer Altare bei wechselnder Gestalt die 
gleiche Flacbe haben lassen, mufiten Rechtecke in Quadrate yerwandeln etc. 
Entscheidend ist das Auffcreten des Gnomon (Erklarung s. Cantor) als 
Figur, und der Beweis Bhascard's beruht auf alter Tradition. Das 
Resultat ist: Den Indem mufite der Pythagoras spatestens im 8. Jahr- 
hundert v. Chr. bekannt sein, und das Abhangigkeitsverhaltnis zwiscben 
Indem und Griecben ist umzukehren. JB. Baldi'B Leben des Pyth. von 
E. Nardticci, Bulletino Boncompagfii 20 (1887) berausgegeben, ist danach 
zu bericbtigen. Freilich kannten die Agypter den Pythagoras schon 
im mittleren Reiche und die Babjlonier vermutlicb nocb friiher. 

Geschichte und Zusammenfassung. 

Ign. Hoffmann, Der Pyth. Lehrsatz mit 82 teiU bckannten, teils neaen 
Beweisen, Mainz 1818 2. Aoi'l. (1821) (1821 noch 3 Beweise als Anhang). 

Richardson, The mathematician monthly {Buncle, Cambridge, Amerika) 2 
(1860) p. 46; 48 Beweise. 

P. A, Meyer, Beitrftge zu dem Beweis des Pyth.^ Programm Metten 1877. 

Leop. von Schroder, Pyth, und die Inder, Leipzig (1884). 

F. Graup, 46 Beweise des Pyth,^ Leipzig (1880), ans dem Bussischen des 
Jury Wipper ubersetzt. Viele Beweise schon bei Thusis 1694 (Nasir-Eddin). 

Marrd, Bullet. Boncomp, 20 (1887) p. 404, indischer Beweis durch Fl&chen- 
teilung. 

G. Tarry, Bourget (1895) p 104, sehr richtige Einteilung der Beweise. 

A, Biirk 1. c. versucht nachzuweisen, wie der Satz gefunden, desgl. Ihibaut, 
P, T^reutlein^s hdbscher Yersuch, dem Ideengang der Griechen zu folgen^ wird 
dadurch nicht hinf^llig, nur statt Griechen lese man Inder: Schlomileh 28 (1883) 
p. 209. Die sehr zahlreichen Beweise zerfallen in 4 Elassen, Euklid 1, 47 (Fl&chen- 
vergleichnng). Euklid 6, 8 Ahnlichkeit, indische durch Anschauung uud Bechnung; 
direkte Zerlegung in kougruente SttLcke wie bei de Morgan oder besser bei 
Gregorius a St. Vincentio prop. 46 (1647) (gelegentlich auch Subtraktion). Es biaucht 
kaum noch gesagt zu werden, dafi die Beweise sich hanfig wiederholen. 

Ganz eigenartig ist der Beweis B. Bolzano's in den ^^Betracbtungen'^ 
von 1804. 
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Beweis^ daB die Hil&linien EuJdid 1, 47 sich im selben Punkt 
sclineiden: 

J, Harnett, Philosophical magazine 62 (1823) p. 236 Sept. gibt den (alten) 
Satz an, den Gerganne, Gerganne 14 p. 334 mittele Ceva^ beweist, p. 874 von B. D. C 
als 8 HOhen desselben Dreiecks; ders. Beweie Grunert 4 p. 112, Grunert „nach 
Mitteilnng**; Gergonne nnd Querret, Gerganne 15 p. 84 Veiallgemeinening b. auch 
A, G6pd fiber Teilong von Vierecken : Grtmert 4 p. 287. Ans der yon Max Curtze 
gefondenen lateinischen tTbersetzung des J.n-iValrt0»-Eommentar0 erfahren wir, 
daB Bchon Heron den Satz gekannt hat (Supplem. zu Heiberg und Menge*% Euklid 
1899). 

PyOiagoras, der ^schone^' Beweis von E, Riddle; A Treatise on 
navigation etc. (1849) 5. Aufl. in allgemeiner Fassung: Errichtet man 
tiber zwei Seiten eines Dreiecks beliebige Parallelogramme, bringt 
die Gegenseiten der Dreiecksseiten zum Schnitt und verbindet diesen 
mit der gemeinsamen Ecke, so ist das Parallelogramm aus der 3. Seite 
und dieser Yerbindungsstrecke nach Richtung und Grofie gleich der 
Summe der beiden ersten. — Pappus/ nicht nur bei Blanchet-Legendre 
1845 Anhang, sondem schon bei Hoffmann, der Augustin'^ Elementar- 
geometrie (1812) als Quelle nennt; s. auch Reckna^gd, Ebene Geometric 
(1896) 5. Aufl. und Henrici und TreuUein, noch als neu von Scfionemann 
(Soest), Sclddm. 37 (1892)1 

Der Beweis vom Sechseck, der in sehr viele Lehrbficher^ z. B. 
MeMer Ubei^egaugen ist, nicht zuerst bei Tedenat (Manuel), sondem 
findet sich in der 2. Aufl. von Hoffmann als No. 33 aus alteren Schriften 
(Lionardo da Vind). 

Meyer, Ck)rre8p. QueUlet 2 (1826) p. 69 {Pappm). 

H, d'Andr^, Noav. annal. 5 (1846) p. 324; quelques observationB k la figure 
da carr^ de Hiypotdnnse. U. a. wenn die Spitze sich anf dem Halbkreis ^ber 
der Hypotenuse bewegt, so dreht sich die durch die Spitze gehende Diagonale 
des Eathetenquadrates um den Mittelpunkt B des Halbkreises; die betreffenden 
Ecken beschreiben Kreise, welche sich in B berCLhren. 

P. MoUmann, Grunert 17 p. 298. 

JET. Umpfenbaeh, CreUe 26 (1843) p. 92. Beweis, dafi der P. sich nicht ver- 
allgemeinem l&fit. 

C. Adams (1846) p. 12, Satz 9, 5. Die merkw^digen Eigenschaften des 
geradlinigen Dreiecks. 

Nouv. annal. 8 (1849) p. 400, s. Umpfenbaeh, dessen Satz aus CreUe 26 flber- 
setzt wird. 

Wenn im Dreieck a" =6" +^1 *<> i** n««2, J.=— -, unyollsiAndig: dazu 

J. Sacchi, Nouv. annal. (2) 1 (1862) p. 830. 

Aufgabe: Nouv. annal. (6) p. 167 {TerquemT) gelOst yon C. Drouet8 p. 418 und 
479. Ln rechtwinkligen Dreieck ist a:" "<y" +«^» solange n-<2 und >, wenn 
n>>2; Nouv. annal. 11, p. 467, weit einfacher von Colombier, Nouv. annal. 11 



112 II. Spesielles. 

p. 20, Brief von H. Vincent, Zerlegong eines Quadrats in die Snmme zweier, dazu 
Foinsot, Sitzung der Akademie (1849) 7. Mai. 

Oscar Werner, Grunert 24 (1856) p. 98; hnbachei Beweis (1) deB Satzes vom 
Quadrat der Katfaete. 

B. Hoppe, Grunert 8 (1846) p. 460, Zerlegnng in funf kongruente Stucke mit 
einer Hilfslinie. 

The mathematician monthly {Buncle, Cambridge, Amerika) Bd. 1 (1869) 
zwei Beweise des Pyth.; No. 1 Variante yon Bliascara, 

Messenger 5 (1870) p. 186 ana SmitiK^ Prize Paper, ibid. 9. H> M, Taylor, 
Erweitenmg des Pyth, 

Messenger (2) 2 (1872) 103 , JET. Perigal, Eleganter BeweiB von Euklid 1, 47, 
On geometrical dissection and transformation. 

A. de Morgan, Quarterly journal 1 (1867) p. 236; Methode von Airy {Hoff- 
mann 171) und Erweitenmg. 

Erweitenmg des Pyth-. M. Azzarelli, Atti nuovi Lincei, Rom 77 (1874) p. 66. 
A, H, Anglin, Edinb. Proceedings 12 (1885) p. 708. 

Pi^sident Garfield (The mathem. magazine, mitgeteilt: Mathesis 2 p. 121) 
Varianten von Bhascara. 

A. Thiry, Mathesis 4 (1884) p. 64: 

J= —hc=^8r=^ «(« — a), d.h. 26c = (6 + c)* — a*. 

Wirkliche Yerallgemeinerung durch Affinit&t von P. SchUnemann, Schldmilch 
29 (1884) p. 816. 

W. Harvey^ Notes on Euclid^ Edinburgh mathem. society Proceed. 4 (1886) 
p. 17. 

G.Tarry, Bourget(l%96)j?.10l{A' + n+E' + C+B' ^ A + B + D + E + C) 

Brand, Bourget (1897) p. 36, Wolkotv, Bourget (1897) p. 107, sehr hubsch 
aber schon Nouy. annal. und Hoffmann 27 p. 165. Jakob Steiner, iJiinliche recht- 
winklige Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate ihrer Hypotenusen. Dieser 
einfachste Beweis gewifi oft vorher und nachher, z. B. Italienisches Journal yon 
1899 und andere, auch The mathem. monthly (1869) /. E, Oliver, p. 10, vgl. auch 
Gaufi, Tagebuch No. 81. 

Einfaches Modell zum Pyth., Hoffmann 17 p. 99. J. E. BdtUiher (Leipzig). 

L. Mandic, Methode und Apparat zur anschaulichen Entwickelung des Pyih., 
Wien (1896). 

K, Zahradnik, Chrunert (2) 14 (1895) p. 105; Dreieck der Zentren der Quadrate 
und Grunddreieck haben denselben Schwerpunkt etc. E. Cesdro, M^moire de 
Li^ge (1899); Hilfslinien paarweise aufeinander senkrecht. 

Aboulwafa's L5sung von x*^=^3a* ohne Pyth., Nouv. annal. (2) 8 (1864) 
p. 166. Anonym. 

Pythagoras im Bmtm, 

Yerbindet man 3 Punkte auf den 3 senkrechten Koordinatenachsen; 

so iBiABC^ ^'ASC^ + . . ., wo fif Scheitel: 

Bud, Wolf, Grunert 7 p. 44. Beau, SchWm. 88 p. 883, aber schon Grunert, 
Lehrbuch der Mathem. 1882 und noch friiher Camot 1801 (Correlation) und 1803 
Q^m^trie de position, und Tineeau, M^moires pr^sent^s etc. 9 (1780). 
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Der Satz wurde yon Tinseau 1774 yorgelegt in der allgemeinen 
FasBiing: Das Quadrat einer Flache ist gleich der Summe der Quadrate 
ihrer 3 Projektionen auf die 3 senkrechten Eoordinatenebenen. Der 
spezielle Satz 1783, auf ihn erhob De Qua Prioritatsanspruch (Essai 
de Tetra^drometrie, Memoires de TAcad^mie 1783). Der uahrhaft mi- 
sprechende Satz der Sphdrik: A. W. VeUen, ScMom. 40 p. 312, vielleicht 
noch entsprechender zeigt Ch. Gudemiann, Crdle 42 p. 380, daB fiir 
die spharischen Quadrate (Yierecke mit gleichen Wiakeln und Seiten) 

die Formel gilt LI-^ c\ ^ L (-^(H + -^ (-7-^); ^^ ^ ^^® hyperbolische 
Langenfunktion. 

Spharischer Pythagoras, 

S. L'Huilier, Gergonne 1 p. 197, Die Analogie zn den ffinf bekanntesten 
Sfttzen dee rechtwinkligen ebenen Dreiecks; fCLr den Pythagoras selbst 

Bin* -^ a = Bin' — - h cob' -77^ + 8"*' ir ^ cob* -;- 6. 
a X z 2 2 

Joseph Eilles, Grun. 44 (1866) p. 440. 

tg'c=:tg*a + tg«6 + tg'atg'6. 

(Ableitung Scholz Sph&rik Bd. 2 p. 114), nur wenn a und h gleicharfcig. 

H. Gretschel verbeBBert ibid. 46 p. 281 and seigt, dafi die Formel allgemein 
gilt und mit dem „eigentlichen Pythagoras*^ cob c «» cob a cos & identiscfa ist; das- 
selbe K. Knorre p. 284. 

Frz. Unferdinger, Chun. 68 (1871) p. 344; wenn a4-P = yi 80 ist 

Bm* -r- c » Bin" -jT etc. 

2 2 

Eine Verallgemeinerang gibt auch Betali, Sai Bistemi pentasferic. ortogon., 
Periodico 18 p. 108. Wenn 6 Kugeln zu je zwei orthogonal^ so ist 

2g-' - 0. 

JR. E. Allardice, Note on spherical trigonometry, Edinb. Math. Soc. Proc. 2 
p. 68 (1884.) 

14. Ptolemftos, ygl. Ereisviereck. Die logische Notwendigkeit 
der Biilfslinie; welche Ptolemaos selbst benutzte, weist Freier, Programm 
Ilfeld 1872 (vgl. Methodik) nach. Bezeichnung, wie sie jetzt ftir Vier- 
ecke gebriluchlich (Seiten a, h, c, d, Diagonalen e und f). Die Beweise 
zerfallen in yier Gruppen: Durch die Abnlichkeit mittels der Hilfslinie 
dee Ptolemaos, durch Flachenyergleichung, durch Trigonometrie, wie 
denn die Additionstheoreme der Trigonometrie im wesentlichen sich 
mit dem Ptolemaos decken, und durch Inyersion, meist aud der be- 
kannten gleichlautenden Euierschen Relation auf der Qeraden, z. B. 
dasen, Transformation der Figuren durch reziproke .Radien 1872. 
Dazu kommt meist der Beweis von e:fy der im wesentlichen beim 

Simon, Elementargeomatrie. 8 
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analytischen Beweis des CastiUon (s. d.) von Lagratige gegeben und 
dann yon CastiUon elementargeometrisch bewiesen; er erklart den Satz, 
den man heute in der Obertertia als t^bungsaufgabe gibt, fQr ziemlich 
schwierig. Schwieriger ist der Beweis der Umkehrungen des Ptdemdos 
und von e:f, (Zeichen U und IT.) 

Historisck: 

Glaisher, Edacat. times 1874. 

/. Ph. GrUson, CreUe 10 (1838) p. 276. In jedem nach den Ecken nicht zen- 
trischen Yiereck mit laater hohlen Winkeln ist die Summe der Rechiecke aus den 
Gegenseiten ]> als ef, dayon ist der Ptolemdos die Umkehrung. 

P. Gerwien, Crelle 11 p. 264 (fehlt Angabe, dafi Yiereck hohl, sehr hiibscher 
Salz 1). Umkehrung des Ptolemdos. 

CreUe 13 p. 283 beweist W. A. F(h-8temann die allgemeine Relation AC-{-B* 
aus Camot, g^om^trie de position. Umkehning des Ptolemdos. 

F. Strehlke, Gruneri 2 (1842) p. 825; umkebrbar aos Formel F; zngleich 
for Eugel, aber schon Lexell p. 80, Acta Petropolitana (1872), wo das Yiereck 
ACJDB heifit: 

sin -— AD sm — BC= sin — - AB sin — - DC + sin — AC sin — - DB 

ma 2 2 s 2 

und CagnoU No. 1159 seiner Trigonometrie. 

C. A. Bretschneider, Grunert 2 p. 239; in jedem Yiereck ist 

e*f* = a"c* 4- h^d* — 2abcd cos (a + y), 

darans Umkehrung des Ptolemdos und Ausdehnung auf die Summe der 6 Recht- 
ecke aus je 2 der 4 Seiten. 

Aus J. F. Pfa/fB Papieren, Grunert 5 (1844) p. 435, Umkehrung rein geo- 
metrisch (indirekt) desgl. 

/. F. Ch. Hessel (s. EuUnchet Satz, oder Paul?), Grunert 8 (1846) p. 215 
(direkt, aber nicht jfrei von Trigonometrie). 

A. Jacobi, CreUe 31 ; (1846) p. 40 Ptolemdos und Umkehrung, Boppelverhftltnis, 
auch der Satz bewiesen. Im Sjreisviereck ist das Quadrat der 3. Diagonale gleich der 
Summe der Quadrate der zur fOnften und sechsten Ecke gehdrigen Tangenten. 

E Brassine, Nouv. annal. 6 (1847) p. 226 e : f. 

Ptolemdos durch Inversion zuerst Mohius 1852 SSLchsische Berichte; gesam- 
melte Werke 2, p. 200 in der Longimetrie. Dann: 

N. Ferrers, Quarterly journal 1 (1867) p. 82 einfacher, dito: Taylor, Messenger 
(1874) s. n. 

A. Desboves, Nouv. annal. 17 p. 263 und Zusatz von C. C. Gerono. Wenn: 
e : f = {ad -^- be) : {ab -{-cd), so Ptol., falls Yiereck konvex, und v • t?, wenn Yier- 
eck konvex und Ptol, so e:f etc. und Umkehrung. Amour, CaffareUii Nouv. 
annal. (2) 6 (1867) p. 186. 

A. Enneper, Schlomilch 13 p. 261; Ober die Bedingnng, dafi 4 Punkte auf 
einem Kreis etc. Ptol. analjtisch. 

H. M. Taylor, Messenger 8 (1874) p. 164. Eurzer indirekter Beweis des 
Ptol. (und Fuklid 6, 3 und 4.) 

W. Stammer, Grunert 46 p. 882, Umkehrung des Ptol. einfach. 

P. Mansion, Nouv. Correspondance (2) (1875) p. 181, sehr einfache Beweise 
beider S&tse. 
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H. Hart, Messenger 4 (1875) p. 97 trigonometrisch. 
K. Weihrauch, Schlam, 26 (1880) p. 133. 

{ab . cd)* + (ad • 6c)* — 2ab • he cos (/Ja) = {ac • bd)K 

H, SchneU, Grtmert 67 p. 226 (ac = 2J2fc). 

Ch, W. Merrifield, London mathem. society proceed. 12 (1881) p. 214. 

A. Andrani, Periodico 2 (1887) p. 175 ans dem Satz ibid. p. 6 fiber Flftchen- 
gleichheit. 

0, Herrmann, Hoffmann 24 p. 430 (1898) durch Flacbenvergleichang ohne 
Ahnlichkeit. Anschaolicher Beweis nach Pappus von IVaub, Hoffmann 26 p. 256, 
ibid. p. 259 Nickel (Sinns). A. Emmerich, ibid. p. 260. 

Lecocq, Bourget (1897) p. 9, p. 32, Quadrate der 3 Diagonalen. 

E. Catalan, Nout. Corresp. 5 (1879) p. 295, Ausdehniing des Ptol. aof ein 
Sechseck im Kreis. 

/. Casey's Ansdehnung: Wenn Ereise von beliebigem Radius den Trftgerkreis 
in den 4 Ecken bertihren, so kann f^ die Distanz zwischen zwei Punkten die 
gemeinsame Tangente gesetzt werden. Casey, Koyal Irish academy (1866), In- 
version; A sequel to Euclid 103, ganz elementar bewiesen dnrch J. H. Taylor, 
Quarterly journal 26 (1893) p. 228 und Umkehrung durch die sch5nen Sfttze von 
Leudesdorf, Messenger 19 (1889) p. 14 mit Rechnung. 

Bel meiner Anwesenheit in Gottingen im Herbst 1903 bewies 
Herr F. Klein diesen Satz momentan durch ,,Dilatation'' der Ereise, 
wobei die Seiten des Ereisrierecks in die gemeinsamen Tangenten 
iibergehen als Beispiel der elementaren Anwendbarkeit der Zieschen 
Kugelgeometrie: Annalen 5 (1872). 

15. Inhalty (Fl&ohenvergleiohiuig). Der Begriff Inhalt, Feld 
urspriinglich ein rein intuitiyer, ist mehr und mehr arithmetisierty ygl. 
Poincare, Enseignement 1 (1898) p. 1, und Hadamard (s. Lehrbtlcher) 

definiert (1897) den Inhalt eines Dreiecks geradezu als Tj^Hol—gh, ygl. 

auch Bausenberger unten. 

G. Monge, Journal de T^cole polytechn. cah. 13 p. 68. Ist ein 
Punkt und ABC ein Dreieok, so ist OAB+ OBC+ OCA^ABC, der 
Satz, auf dem die Einfiihrung der Dreieckskoordinaten l>eniht. Die 
Unterscheidung des Flacheninhalts als positiy und negatiy, je nachdem 
die Flache zur Linken oder zur Rechten des den Umfang Durch- 
laufenden liegt, rUhrt yon Mobius her, doch haben schon Meisier, der 
Grdnder der Hamburger mathematischen Gesellschaft, und Foinsot in 
seinem Memoire (s. Polygon) die yerschiedenen Ufer des UmfiEinges 
durch yerschiedene Farben gekennzeichnet, und Meister, auf den 
B. Baitzer aufinerksam gemacht hat, hat schon positiye und negatiye 
Flachenteile unterschieden. Der Satz yon Monge ist durch Mobitis, 
baryzentrischer EalkQl 18, allgemein gtlltig gemacht und dann auf 
beliebige Polygone ausgedehnt, ibid. 165; ygl. auch: tTber Bestimmung 
des Inhalts der Polyeder; Leipziger Berichte (1865) p. 13. FtLr ein 

8* 
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Polygon; dessen Seiten sich schneiden (Stempolygon bezw. Polygon 
mit mehrfachen Punkten); konnen die einzelnen vom Radiusvektor, der 
Ton ausgeht und langs des Umfangs gleitet, beschriebenen Dreiecke 
die ZeUen, in die ein solches Polygon zerfallt, mehrfach bedecken. 

B, Baltger gab in seinen ,;Elementen" (1893) (§§ 9 und 10 der 
5. Aufl.) folgende einfache Kegel: Indem man von der iinendlichen 
Flache q>Q, deren Eoeffizient Zi£Fer ist, nach und nach in die einzelnen 
Zellen eintritt, bildet man aus dem Eoeffizienten der verlassenen Zelle 
den der betretenen durch Addition oder Subtraktion yon 1, je nachdem 
man den Perimeter von rechts nach links oder umgekehrt Dberschritten 
hat. Bezeichnet man den schliefilichen Eoeffizienten der h-Zelle mit c^, 
so ist die Flache gleich £c^q>i,. So hat beim Stemf&nfeck die innere 
Zelle den Eoeffizienten 2. (Die Kegel ist aber nicht einwandsfrei.) 

Eine sehr merkwiirdige Formel hat 0. Hermes aus dem NachlaB 
C, G. J. Jacobus, CreUe 65 (1866) p. 173 mitgeteilt und^ yerallgemeinert 
auf Polygone mit mehr als Doppelpunkten, bewiesen. 

Eine f£lr aUe Polygone giQtige Bestimmung des Inhalts aus den 
Eoordinaten der Ecken gab Gaufi in den Zusatzen zu Schumacheif^H 
lObersetzimg yon CamofQ geom^trie de position (1860) p. 362 und sie 
ist yon W. Veltmann, SMmilch 32 (1887) p. 339 auf ihre Allgemein- 
heit geprUft und bestatigt^ aber schon weit friiher yon E, Prouhet, 
Nouy. annal. 15 (1856) p. 373, der auch den itfon^^schen Satz yor 
Mobius (s. oben) allgemein beweist. 

Die Lehre EuJcH^Cb yon der Flachenyergleichung (Parallelogramme 
yon gleicher Grundlinie und Hohe sind einander gleich) ist wohl zu- 
erst yon Wolfgang Bolyai im Tentamen juyentutis Maros-Vasarhelj 
1832 — 33 angezweifelt und durch eine andere ersetzt worden. Bdyai 
stellt den Begriff der endlichgleichen Flachen auf, d. h. solcher, die 
in eine endliche Anzahl gegenseitig gleicher hmgruenter Teile zerlegt 
werden konnen. Indem er die Erganzungsparallelogramme {EuMid 1,43) 
in solche zerlegt, beweist er, dafi flachengleiche Polygone stets endlich- 
gleich sind, und yersucht zu beweisen, dafi Kongruentes vcn Kon- 
gruentem Endlichgleiches gibt, 

Unabhangig yon Bolyai zeigt P. Oertaten, Crdle 10 (1833) 
p. 228, dafi sich Dreiecke yon gleicher Ghimdlinie und Hohe in gleich 
yiel kongruente StQcke zerlegen lassen (p. 235 Dreiecke auf der Eugel). 
Am ScUusse definiert Genoien Inhaltsgleichheit als Zusammensetzharkeit 
aus kongruenten StUcken. 

Die Frage nach strenger Begrfindung wird wieder in Flufi gebracht 
durch A, De Zolt, Principii dell' eguaglianza di poligoni (1881). Er 
geht so weit, dafi er den Yersuch macht zu beweisen: Zerlegt man ein 
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Polygon durch Gerade in mehrere Telle und lafit auch nur einen Ton 
ihnen weg, so kann man mit den iibrigen das Polygon nicht mehr be- 
decken. Ich bemerke, und das gilt auch yon den Arbeiten Verones^s, 
dafi alle Yersuclie, solche Gemeinverstandlichkeiten zu beweisen^ darauf 
hinauslaufen; ein Axiom durch ein anderes zu ersetzen. 

An De ZoU schliefit sich R. JDe PaoliSj EUmenti di geometriaj Torino 
(1884) an; er spricht es als Axiom aus, daB ein Teil eines Polygons 
oder Polyeders nicht dem ganzen gleich sein kann. Faifofer sucht 
BessOj Periodico di Matematica 1 (1886) p. 13 — 15, das Axiom zu be- 
weisen, Paoli zeigt ebendort p. 44, dafi der Beweis nicht streng. 

Es folgt: 0. StolZy der in seinen Yorlesungen Uber Arithmetik 
T. 1 p. 78 beweist, dafi man zu jedem Polygon ein aquivalentes Recht- 
eck Yon konstanter Seite finden kann [imd damit, dafi die ebenen Yiel- 
ecke (und Winkel) ein ^System yon absoluten Grofien im engeren Sinne^' 
bilden]. Gegen den Beweis, der ausfiihrlicher yon Stolz in der Zeit- 
schrifb fUr osterreichisches Gymnasialwesen 39. Jahrg. p. 297 und 576 
dargestellt ist, erhebt Fr. Schur, Sitzungsbericht der Dorpater Naturf.- 
gesellschaft (1892) p. 1 — 6 einen Einwand und beweist den 5^;erBchen 
Satz, gestiitzt auf den obigen yon Mobius, zunachst fUr gew5hnliche 
Polygone; Qbersetzt im Periodico di Matematica (1893): „Sull' area 
delle figure piane limitate da linee rette/^ Stolz hat dann in den 
Wiener Monatsheften 5 (1894) p. 234 seinen Beweis mit dem Satz 
yon De ZoU als Axiom yeryoUstandigt. Er definiert, zwei ebene Viel- 
ecke sind einander gleich, wenn sie entweder kongruent sind oder 
aus gleich yielen Stucken bestehen, die paarweise kongruent sind. 

An Bolyai kntLpfte M. BeOiy an: (Msch Annalen 38 (1891) p. 405 
„Endlich — gleiche Plachen". Gegen seine Beweisftihrung erhebt H. 
Dobriner, ibid. 42 (1893) p. 275 Bedenken und sucht zu beweisen: Er- 
weisen sich zwei Flilchen bei einer Zerlegung als endlich gleich im 
Sinne Bolyai's, so kann es keine zweite geben, die sie als ungleich er- 
weist. Zum Schlufi p. 285 zeigt er, dafi die Yerwandlang eines n-Ecks 
in ein (n — 1)-Eck yom ParaUelenaxiom unabhangig ist. Befky erwidert 
p. 297 und sucht die Liicke auszufOllen. Dazu Rausenberger, ibid. 43 
(1894) p. 301: Das Grundproblem des Flachen- und Rauminhalts. Er 
beweist unter gewissen Annahmen den Hauptsatz yon Dobriner und 
zeigt, dafi ebene Polygone nur flachengleich sind (gleiche Mafizahlen 
haben), wenn sie sich in eine endliche Anzahl kongruenter Stflcke zer- 
legen lassen, und bemerkt, dafi dieser Satz nicht ftir den Raum gilt 
(s. Volumen). 

G, Veronese, Periodico di matematica 10 (1895) p. 130; Veneto Ist. 
Atti t. 6 (1895) p. 421, Dimostrazione della proposizione fondamentale 
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dell' equiyalenza delle figure. Er nimmt als Axiom fflr Strecken an^ 
daB eine endliche Strecke nicht einem ihrer Telle gleich sein kann^ und 
sucht das Axiom De ZoUb als Satz ftir Flachen zu beweisen. YgL 
auch seine Elementi di geomdria, Padova (1897), 

Zu erwahnen ist noch O, Biasi, Periodico 9 (1894-) p. 19, 48; 
Sull' equiyalenza etc. Bictsi hat dann 1903 ibid., gestUtzt auf Bettazzi, 
Bulletino di Mat. 1, 15 das Axiom De Paolis zu beweisen gesucht. 
Femer Sbrana, Rivista di matem. 4 (1894) p. 47 und besonders 
G. Lazzeriy Elementi di matem. und Periodico 10 (1895) p. 77, der die 
Gleichheit yon Polygonen auf Ebene und Eugel (dazu auch noch Prismen) 
unabhangig yom Axiom PooUq oder De Zolfs mit Zerschneidung in 
Dreiecke nachweist, aber an einer Stelle Ahnlichkeitslehre yoraussetzt. 
Ibid, sucht Frattini, was yom arithmetischen Standpunkt (Machtigkeit) 
selbstyersl&ndlich, zu beweisen, da£ das Axiom PooUb oder De ZoWb 
im Grunde nur die Endlichkeit des Flacheninhalts der Polygone aus- 
driickt. 

Die Stolzache Definition der Flachengleichheit yon Polygonen hat 
auch I>. Hubert, Grundlagen der Geometrie 1899, 2. Aufl. 1903; er 
unterscheidet zunachst Inhaltsgleichheit, wo das J%>{ya2sche Axiom in 
die Definition au%enommen ist, yon Flachengleichheit und weist schlieB- 
lich nach, dafi unter Yoraussetzung des ArchimedesBQh&n Axioms, also 
eines infinitdren Prozesses, beides zusammenfallt. Die Flachenfrage ist 
von Ugo Amcddi dargestellt in dem oft erwahuten Werke yon Enriques, 
Questioni riguardanti la geometria elementare, Bologna (1900) Art. 5. 

Hubert zeigt, daB schon der Fundamentalsatz: „Dreiecke yon glei- 
cher Grundlage und Hohe sind flachengleich'^ das Archimedessche Axiom 
erfordert; an Hilhert kniipft M, Dehn an (s. Volumen). H. Vogt, Pro- 
gramm Nr. 211 Breslau (1904) yersteht unter Endlichgleichheit sowohl 
yjZerlegung^^' als „Ergdnzungsgleichheitf^] s. auch J. M. C. JDuhamel, Des 
methodeS; Paris (1865) beziiglich der Stetigkeit 

Formeln zur ndherungsweisen Berechnung beliebig begrenzter Flachen 
sind yon Simpson (— Begel), elementarer Beweis yon Saigney, Geometric 
el^mentaire p. 245, Poncelet, Catalan^ General ITi. Parmentier gegeben; 
dieselben sind yon P. Mansion, Mathesis 1 (1880) p. 17, p. 53 und 
Supplement yerglichen, der ibid. 7 p. 77 die Fehlergrenze der Parmentter- 
schen Formeln bestimmt hat, ygl. auch J, A, Dupain, Nony. annal. 17 
(1858) p. 207. Die Simpsonacihe Kegel ist nicht zuerst yon Newton 
gegeben, sondem nach Heinrich, Bibl. math. (3) 1 (1900) p. 92 yon 
Gregory. Exercitationes geom. (1668); sie ersetzt die Kurye durch eine 
Parabel, die mit ihr drei Punkte gemein hat. Bei starker Eriim- 
mungsanderung ist nach Petit Bois, Mathesis 5 (85) p. 8 die Hyperbel 



15. Inhalt, (Fl&chenv^rgleichmig) 119 

zweckm'afiiger. Die Formel Ton E, Catalan findet sich Nouy. annal. 10 
(1851) p. 412, die des General Parmentier ibid. 14 (1855) p. 370, da- 
zu Brief 16 (1857) p. 12. Die tou PonceUt in den Lemons a la faculty 
des sciences de Paris bei JET. JResai, Elements de mecanique p. 28 — 31. 
Infolge der Arbeit yon Mansion gab Parmentier Zusatze zu seiner 
Formel, Assoc, fran?. 11. Sess. (1882) p. 320. 

Wichtig ftlr den Inhalt ist aach die (funktionentheoretische) Ar- 
beit Ton C. G. Beuschle, CreUe 24 p. 71 „Note liber die analytischen Be- 
weise elementargeometrischer Satze'^ Zu erwahnen ist auch 0. Terquem, 
NouY. annal. 5 p. 232, Sur les aires etc. Einige Bemerkungen fiber 
das kommutatiYe und assoziatiYC Gesetz bei Flachen M. Simony Strafi- 
burg, Elemente der Geometric (1890). 

Einzdheiten: 

Zindrini, Gerganne 6 p. 66, Division graphiqne etc. (Dreiecke nnd Tetraeder 
im gegebenen Yerh&ltnis; ibid. 18 p. 118 ValUa^ AuBdehnusg anf Tetraeder). 

P. Gerwien, Crelk 10 (1833) p. 226, Zerschneidung jeder beliebigen An- 
zahl Yon gleichen geradlinigen Figuren in dieselben (!!) Stflcke; p. 286 Zerschnei- 
dung einer beliebigen Menge verschieden gestalteter Figuren von gleichem Inhalt 
auf der Eugelfl&che in dieselben (!) Stucke. 

Ch. V, Staudt, VJhei den Inhalt der Polygone und Poljeder, CreUe 34 (1842) 
p. 262. 

A. Gdpel gestatzt auf Gerwien, Grun, 4 (1844) p. 237 (Gleichheit, zwei Be- 
weise des Pythagoras). 

Nerenburger^ Correspondance Quetelet(3) 9 (1837) p. 149; Transformation Ton 
unregelmafiigen ebenen Figuren in regelm&fiige; ibid. 11 (1889) p. 216 J, S. Russel^ 
Rechteck, dessen Seiten sich wie 1 : }/2 yerhalten, geschnitten durch Parallelen 
zu seiner kleineren Seite, so dafi Kette entsteht mit Exponent y2. 

B. Rivah^ Nouv. annal. 6 (1847) p. 887, Teilung des Trapezes durch Parallelen 
zu den Grundlinien, dazu Note von L. Anne, 0, Terquem, ibid. 7 (1848) p. 348 
macht auf den Satz yon Maacheroni tlber den Inhalt ebener Polygone aufmerk- 
sam, den L'Huilier in seiner Poljgonometrie von 1789 (Genf, auf Eosten des 
Yerf.) nachentdeckt hat. 

¥, Bummer^ Umwandlung und Teilung von Fl9,chen (1860). 

J, Diengei', Chrun. 17 (1862) p. 806. Teilung des Dreiecks. 

Euzet, Nouv. annal. (1864) p. 114; Polygon in Teile proportional gegebenen 
GrOfien durch Gerade von einem Punkt im Innem (fiir die Schulel). Note von 
Ph. Kelland, Edinburgh transactions (1866) 19. Febr. On supei'position Bd. 21 
p. 273, 22 p. 471 (dabei Gnomon auf 24 Arten in 9 Stucke, welche ein Quadrat 
bilden); dazu De Morgan, Quarterly journal 1 p. 236. 

Bob. Brodiey Je zwei geradlinige fl&chengleiche Figuren in kongruente Stflcke, 
ibid. 86 p. 307; dazu Muirhead, Proceedings of the Edinburgh mathem. society 14 
(1896) p. 109. 

E. Easen^ Grun. 22 (1864) p. 66; Neu^ Grundlagen, cf. Dohriner. 

Die drei merkw&digen Satze von Faure ^ — — . Nouv annal. 17 
(1868) p. 60. 
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C. Taylor, Quarterly joum. 6 (1864) p. 214. Satz uber zwei Dreiecke von 
konstanter Inhaltssomme. 

H. Hankel^ Heron's Formel furs Dreieck aus den Nullwerten ohne Bechnung, 
Leipzig (1864). t^ber die Vieldentigkeit der Quadratur nnd Rektifikation algebrai- 
scber Korven. 

Ph. CottenU, London mathem. society Proceed. 1 (1866) 5; Inhalt von Poly- 
gonen. 

0, Schlomikh 13 (1868) p. 162, Geometriscbes Paradoxon: die Gleicbbeit Ton 
64 nnd 65 Qaadraten, Verallgemeinerung. 

Victor Schlegel, SchWm. 24 (1879) p. 123. G, H, Darwin, Messenger 6 (1876) 
p. 86, Das Paradoxon von SchJomUch ,,pnzzle*^ 

L. Crocchi, Battaglini 10 (1872) p. 804. Aufiensektor. 

H. Perigal, Messenger 2 (1873) p. 108, Geometr. dissections and transpositions, 
proof of Pythagoras^ ibid. 4 (1875) p. 102 Note 2, Verallgemeinerung durcb Hart, 
Messenger 6 (1877) p. 150. 

Russkop, Nouv. corresp. 2 (1816) p. 83; ein Quadrat in acht Telle zu zer- 
legen etc., ibid. 3 p. 116 Coaspont, Teilung des Quadrats in sieben Telle, welche 
zusammen drei Quadrate bilden; Erweiterung auf zwei Quadrate. — Maurice 
d*Ocagne, Notes sur le partage des polygones; Bourget, (1878) p. 332; ibid, de 
Tilly, Formel fSr Trapez, s halbe Summe der Grundlinie; s' der Diagonalen, d 
ihre balbe Differenz, so ist T» = — («* — «'«) («* — d"). 

Avr. Faifofer, Elemente der Geometrie (1880); Fl&cbenlebre ntkckDuhamel, 

P. Schonemann, Schldm. 26 (1881) p. 29; Yerwandlung eines Rechtecks 
{Perigal) in ein Quadrat; Programm Soest (1884); die mechanische Yerwandlung 
der Polygene, dito (1888). 

W. Peddie, Edinb. Math. Soc. Proceed. 4 (1885) p. 29, Recbteck in Quadrat. 

C Gusseroio, VJher anscbauliche Quadraturen nnd Eubaturen (s. Yolum); 
Festschrift des Dorotheenst. Bealgymnasiums, Berlin (1886), ders. Leitfaden fiir 
Stereometric (1885), Anhang 8. 

M. Simon-Berlin, Hoffmann 19 (1888) p. 401, Zerschneidung fl&chengleicher 
Figuren in kongruente StCLcke. 

P. Dziwinski, Lemberg (1886) (polniscb), desgl. 

0. Ber, Lend, mathem. society Proceed. 22 (1891) p. 34 Quadrat verdrei- 
fachen, ders. p. 36 On an area equal to a given semicircle. 

A. Lugli, Periodico 6 (1891) p. 93, Polygonteilung. 

E. C. Hudson, Messenger 24 (1895) p. 177; the area of a polygon. 

L. Girard, Bulletin de la soci^t^ Math, de France 23 (1895) p. 268; Sur le 
postulat etc. (statischer Satz von Varignon). 

Arnold, Educational times 69 (1898) p. 108, 13 806; Ein Dreieck durcb eine 
Parallele zur Basis zu balbieren, ohne Ahnlichkeitssatz. 

H Lebesgue, Sur la definition de Taire d'une surface, Compt. Bend. 129 (1899) 
p. 870. Die Fl^he eines krummlinig begrenzten Feldes im BAum wird definiert 
als Grenze der Summe der geradlinig begrenzten MinimalflS/Chen. 

M. Dehn, Math. Annal. 57 (1903) p. 314; tfbex Zerlegung von Bechtecken in 
Bechtecke. Ein Quadrat laBt sich nur in Quadrate von kommensurabeln Seiten zer- 
legen. Ein Bechteck mit inkommensurablen Seiten l&fit sich nicht in Quadrate 
zerlegen; der Beweis erfordert etwas Algebra. 

H. Dobriner, Leitfaden etc. (s. oben). 

Satz von Brune (s. bei Viereck). 
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Der Winkel, ah Grenze des EreiBsekiors anfgefaBt von 8Uin; Gergonne, 
NouY. annal. 5 p. 232, also lange vor mir. (Einzelheiten auch bei Polygon.) 

16. Isoperimetrie mit Einschlufi raumlicher Probleme. Urspriing- 
lich bei Zenodor {Nokk, Programm Freiburg (I860)), oder Pappus^ Be- 
stimmtmg der Figuren, welche bei gegebenem Umfang groBten Inhalt 
haben, dami aber auch umgekehrt bei gegebenem Inhalt kleinsten Um- 
fang. Im 17. und 18. Jahrhandert mit den verwandten Maximums- 
aufgaben yielfach t^bung fUr DifiEerential- nnd Yariationsrechnang, 
z. B. G, 0. Fagnano, acta eruditorum (1775); problemata quaedam etc.; 
demeniargeometrisch von Simon L'HuUier, De relatione mutua capacita- 
tis etc. WarBchau (1782); abrege d'isoperim^trie ^^ment^ire; Polygono- 
metric (1789); De la correlation des figures (1801), Elements d'analyse 
(1809). Eb handelt sicli besonders um den (elementaren) Nacbweis, 
daB der Kreis und die Eugel Isoperimetrie besitzen, was schon 2j€nodor 
behauptet hat und yor ihm die Pythagoreer. J. Sieiner hat Crelle 18 
und LiouvtUe 6 beide Satze elementargeometrisch zu beweisen gesucht. 
Der Beweis ist fiir den Kreis von J. Edler yerrollstandigt worden; f&r 
die Eugel wirklich strong erst von JET. A. Schwarz, Gottinger Nach- 
richten (1894) p. 1 — 13, aber nicht elementargeometrisch gegeben; 
Schwarz ist Ton der Yoraussetzung, daB ein Maximum existiert, frei; 
nicht minder strong ist der Beweis von H, Minkowski, Deutsche Mathe- 
matiker-Yereinigung 9 (1901) p. 115 (ygl. Volumen). 

Historisch: 

EnestrSm, Bibl. math. (2) 2 (1888) p. 88, Streit der Bernoulli; ibid. (8) 2 (1901) 
p. 6 Schmidt, Zur Geschichte der Isoperimetrie im Alteriimi. 

Gergonne 4 (1818 — 14) p. 838, Becherches de la snrface plane de moindre 
contour etc., Kreis und Engel, elemental aber nicht streng, Ahonni (meist Gergonne 
selbst). Von den 4 Satzen, welche Gergonne als Aufgaben gestellt hat, wird der 
erste yom Trapez p. 344 yon C. Castenau bewiesen, die drei anderen Prisma-, nnd 
Parallepipedonstumpf betreffend, Ton einem AhonvU. 

Abonne, Gergonne 13 (1822) p. 133, Ereis, Eugel. Von alien Tra- 
pezen, welche gleiche Basen und Inhalt haben, besitzt das gleichschenklige 
die Isoperimetrie, entsprechend fUr Pjramiden. Yeryollstandigung: 
ibid. 14; Jede Euire, in der jede Oerade, welche die Mitten zweier 
parallelen Sehnen yerbindet, auf den Sehnen senkrecht steht, ist ein 
Ereis, entsprechendes gilt fUr die Eugel; ibid. 15 p. 115. 0. Bouvier, 
hilbscher Beweis der Isoperimetrie des Quadrats und Wtlrfels (elemen- 
targeometrisch schon yon L'Huilier): 

(2 — 1) < 0; was da p und 2 > 1 absurd (Eritik p. 265). 
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Jakob Stelner, 1. Crelle 17 (1837) p. 83—91 (23. Jan., Vortrag 
in der Berliner Akademie); Maximum and Minimum des Bogens einer 
beliebigen Eurre im Yerhaltnis zur zugehorigen Abszisse oder Ordi- 
nate (OeZ^cher Satz von 1811); schon bier kommt er aof den Schwer- 
punkt. 2. Crelle 18 (1838) p. 281; Auszug aus Yorlesung am 1. Dez. 
1836. Eiufacher Beweis der zwei Hauptsatze: 1. Unter alien Dreiecken 
mit gleicher Grundlinie und gleicber Hohe hat das gleichscbenklige 
die kleinste Scbenkelsumme. 2. Satz vom Trapez, Gergonne 13. 3. Yer- 
wandlung eines Yielecks in ein Yieleck kleineren Umfanges nnd 
hochstens 2n — - 2 Seiten, welches in bezug auf irgend eine Achse 
X symmetrisch ist und dadurch in den Ereis (Schwache in § 4), 
dann auf den Baum: Eugel, Zylinder, Kegel. Liouville 6 (1841) 
p. 105; franzosisch Ubersetzt (Comptes rendus 12 (1841)), abge- 
druckt Crelle 24 p. 93, Fortsetzung franzosisch, Ordle 24 (1842) 
p. 189. In den gesammelten Werken p. 179, p. 245 die deutschen 
Originale. £s sind die Hauptarbeiten Steiner's fQr Isoperimetrie. Auf 
f&nf yerschiedene Weisen (die fCLnfte die interessanteste) wird der 
Satz Yom Ereis zu be weisen gesucht; die zweite Abhandlung geht 
dann in Nr. 27 auf den Raum ein und beweist die Satze: Dnter alien 
nseitigen Prismen ist dasjenige regelmafiige isoperimetrisch, welches 
von einer Eugel in den Schwerpunkten berilhrt wird (32, 1), desgl. 
ftlr Pyramide und Doppelpyramide. In 64, 2 wird die Yermutung 
ausgesprocben, dafi dies fur alle Polyeder gelte. Es folgen zwei Be- 
weise fiir die Isoperimetrie der Eugel. Ein TeU der Resultate in den 
Aufgaben und Lehrsatzen sowie in den Nummem 3, 5 bis 12 der ge- 
sammelten Werke. 

H. ThibauU, Nouy. annal. 2 (1848) p. 480; Sui les figures planes ou sph^- 
riques d'^gal p^rim^tre ou d'^gale surface (Kieis). 

H. Umpfenbach, Grelle 25 p. 184, Ereisvieleck yon alien Vielecken gegebenen 
Umfangs grOfiten Inhalt; beweist nur, dafi es Maximum sein kann, und auch nur 
far Fflnfeck; CreUe 26 (1843) p. 181, Faahender durcfa Rechnung und allgemein. 
MourgtieSy Nouy. annal. 2 (1843) p. 229, sehr einfacher Beweis, dafi unter den 
StreckenzOgen, welcbe einem Bogen einbeschrieben sind, der regelmftfiige der 
grOfite, unter den umgescbriebenen der kleinste sei. 

Schell, Chrunert 19 p. 450, Maximum -Aufgaben, elementargeometrisch 

K. H, SehelUMch, Mathemat. Lehrstunden (1860), Isoperimetrie des Ereises 
(Maximum und Minimum). 

Uieodor Bemert Schlomilch 11 (1866) p. 81: tTber Maximum 
und Minimum geometrischer Figuren. Satz iiber die Linie des grofiten 
Flacheninhalts auf einer beliebigen Flache und Uber Polyedermaxima. 
Bei jeder Linie C grofiter Flache auf F ist der Erfimmungsradius von 
C in bezug auf i^konstant (und bleibt bei Verbiegung). Satz 6: Bei 
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einem Polyedermaximum fallt der Schwerpunkt jeder freien Seiten- 
fiache zusammen mit dem der begrenzenden Eanten, weim man an 

jedem Punkt einer Eante die Masse cot -r- setzt, wo a der entsprechende 

Eantenwinkel ist, und das Massenyerhaltnis ist konstant. 

L. Unddof, Bulletin de St. Petersbourg 14 (1869) p. 257; Auszug: 
Clebsch Annal. 2 (1870). Unter alien Polyedem, welche gleiche Ober- 
flache, gleiche Anzahl und gegenseitige Neigung der Seiten besitzen, 
hat das einer Kugel umschriebene groBtes Yolumen. Sind die Neigungs- 
winkel unbestimmt^ so ist das isoperimetrische. Polyeder einer Kugel 
umschrieben, und die Beriihrungspunkte fallen mit den Schwerpunkten 
zusammen. [Beide Satze von Steiner fUr Pyramiden und Doppelpyra- 
miden bewiesen und allgemein yermutet^ im wesentlichen schon bei 
Til. Berner, Satz 6.] Dafi die Linddofschen Satze gewissen EinschnLn- 
kungen unterworfen sind, hat E, KoUer, Crelle 110 p. 198 rechnerisch 
gezeigt. Linddof soil schon Gomptes rendus etc. a Helsingfors 
(1860) 27. Jan. mit Differentialrechnung die Isoperimetrie des Hohen- 
dreiecks (s. merkwQrdige Punkte des Dreiecks) bewiesen haben und 
hat in den Acta societatis Fennicae (1866) Jan. den Punkt kleinster 
Entfemungssumme in einer sehr bemerkenswerten Arbeit behandelt. 

Maximaltetra^der bei Fl&ohen mit gegebenem Inhalt (HOhenschnittpunkt), 
{Lagrange (1778) fieiliner Akademie), X. Paintnn, Nonv. annal. (2) 1 (1862) p. 267, 
fixietenzbeweis durch amBt9.ndliche Rechnung; C W. Borehardt, Berliner Aka- 
demie (1866) 29. Jnni, sehr elegante Determinantenrecfanung {BaUeer, Determi- 
nanten, 4. Aufl.). X. Kranecker, ibid. (1872), desgl. Borchardt, der die algebraische 
Identit&t mit dem Problem Ellipsoid von kleinstem Yolumen bei gegebenem In- 
halt einer Anzahl von Querschnitten zeigt. F. A, Lebesgtie, Comptes rendus t. 66. 

Franz Mertens, Crelle 83 (1877) p. 180; sehr kurz, die LOsung und die Exi- 
stenz bewiesen. 

Walberger, Bl&tter fdr bajrisches Gymnasialwesen 9 (1873) p. 183, sehr ele- 
mentar, aber Isoperimetrie des Ereises nicht streng. 

F, Edler, cand. math, in Halle, Hoffmann 10 (1879) p. 246 und Gdttinger 
Nachrichten (1882) 8. M&rz, Bulletins des sciences math^m. 2 (7) p. 198. 

1. Zu jedem gegebenen unregelmaBigen ebenen n-Eck la£t sich ein 
regelmaBiges von hochstens 2"'"^ Seiten konstruieren^ welches bei klei- 
nerem Umfang nicht kleineren Inhalt hat. 2. Jedes regelmafiige Poly- 
gon hat Meineren Inhalt als die Ereisflache yon gleich grofiem Umfang. 

Fiir die Isoperimetrie des Ereises siehe auch Fried, Meyer^s Be- 

arbeitung von Wiegand'a Planimetrie 73 (1885) und sein Programm 

Halle 1891^ wo sich sehr einfache Beweise der Isoperimetrie des gleich- 

seitigen Dreiecks und des Quadrats finden. 

B, Sturm, Crelle 96 (1884) p. 86. Zu Steiner'B Aufsatz fiber Maximum und 
Minimum. 1. Eorrektur des Steinenchen Satzes uber den Sektor als isoperimetr. 
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Figui der Tom Winkel abgeschnittenen. 2. Yerallgemeinening des EdUnchen 
Beweises des Hauptsatzes auf den Sektorsatz. 8. £inbe0chriebene Polygone Tom 
kleinBten Umfang und gleicher Seitenzahl. (Steiner, CreUe 24 (1) Nr. 68 etc.) Das 
Fafipunktviereck des Ereisyierecks; allgemein sind diejenigen isoperimetr., welche 
mit den Seiten des gegebenen Polygons gleiche Winkel bilden (wie das H6hen- 
dreieck). Dazu E, Lampe^ p. 78; Das Minimum des Inhalts eines Yierecks bei 
gegebenen Seiten (Maximum das Ereisviereek). B.Sturm, CrelU 97 p. 49; Ober den 
Punkt kleinster Entfernungssumme yon gegebenen Punkten; dort LitertUur des 
Problems, das schon Tidinai, Gerg. 1 p. 286—292 und L'Huilier, ibid. p. 297 be 
handelt haben. Dazu Ulrich, Programm Fflrstenschule Grimma (1886). G, Bald- 
auf, Progiamm Plauen 568 (1898). Uber die Punkte kleinster Summe der abso- 
luten Abst&nde von n Geraden (in der Ebene und im Raum). Die Isoperimetrie 
ist in dem elementaren Lebrbuch von P. A, Mac Mohan, s. Nr. 4, Amerika, aus- 
giebig bertlcksichtigt. 

B. Sturm, CreUe 96 p. 1 ; W&rfel und regul&res Tetraeder als isoperimeir. 
EOrper. 

P. Mansion, Mathesis 9 p. 112, 212, L*arc de grand cercle est le plus court 
cbemin. Eritik der Beweise von Legendre, Blanchet, J. Delaunay, HaHel (vergl. 
Sph&rik); elementarer Beweis des Satzes: Man kann auf unendlicb viele Arten 
einer beliebigen Eurve Yielecke einschreiben, deren Umfang grOfier als der Bogen. 

/. Lange, Grunert (2) 2 (p. 430). Eine Gruppe planimetrischer Maxima und 
Minima. Educational times (1894) Nr. 60 11985, neuer(?) Beweis, dafi fOr den 
FermatBchen Punkt (Dreiecksseiten unter Winkeln von 120^ die Entfernungs- 
summe Minimum. 

B. Hoppe, Grun. (2) 13 (1895) p. 69. Einachsige Polyeder von kleinster 
Oberfl&che bei gegebenem Yolumen. 

E, Neovius, Ckbsch Annalen 31 (1887) p. 859. Wenn ein Winkel gegeben 
und darin der Punkt 3f, durch M die Grerade zu ziehen, welche zwischen den 
Schenkeln Minimum {L'HtnUer (1795) und in Gergonne 2 p. 17). 

D. Dreieck. 

Die neuere Dreiecksgeometrie, yon den Franzosen auch Geometrie 
Brocardienne genannt^ siehe in dem Referat der Enzykl. yon NetAerg, ygl. 
dariiber auch die Einleitung. Bezeichnung: Die Seiten a, b, c, die Winkel 
A etc., der Radius des Umkreises jR, des Inkreises r, die Ankreise r^ etc., 
die Zentren 0, J, Jj etc., der H5lien(sclinitt)punkt Hj der Schwer- 
punkt S, der Inhalt A, der halbe Umfang p, die Seitenerganzungen 
p^ etc. oder p — a etc. 

1 7. Merkwurdige Punkte. a. Feiierbtwh. In der „Solutio facilis^', 
Noyae commentationes Petrop. 11 (1765) p. 103 bestimmt Euler die 
Lage und die Entfemungen yom Hohen(sclinitt)punkt (» E)y Schwer- 
punkt (= F), Zentrum des Inkreises {=^ G)j Zentrum des Umkreises 
(=» S) durch die Koordinaten in bezug auf A als Ursprung und AB 
als Abszissenachse; er findet dabei OtP (aber nicht in der Form 
Jt^^ 2rQ\ und dafi HSO in einer Geraden E (jBufersche Gerade) und 
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80, daB ffO = y JTiSf und SO^^^^ ^^* (P- ^^*)- ^^^^* ^ ^^^ 
geometrie de position (1804) fand dasselbe. Feuerbach bewies 1822, 
dafi der Ereis dnrch die Seitenmitten auch dnrch die HohenfuBpunkte 
geht (eigentlich umgekehri) und sein Zentram N auf E liegt and so, 
daB die Yerlialtnisse 1:2:3:6 sind; er erwahnt nicht, dafi der Ereis 
die oberen Hdhenabschnitte halbiert, dagegen beweist er den merk- 
wUrdigsten Satz (FeuerbachBcher Satz), dafi dieser Ereis alle Berdhrangs- 
kreise des Dreiecks bertlbrt. Der Beweis ist einfach dnrch rechnende 
Geometrie, nicht ohne Trigonometrie yorauszusetzen. Dafi der Feuer- 
ftocAsche Ereis AH etc. halbiert, haben Brianchon und Poncdet, Ger- 
gonne 11 p. 215 th^or. 9 der Hyperbole ^quilat^re gezeigt, wo die 
Eonfiguration ABCH ziemlich erschopfend behandelt ist. Seitdem 
heifit der Ereis bei den Franzosen, z. B. Bobillier (yielleicht schon 1832) 
und MentioHy Nouyelles annales 9 (1850) Ereis der 9 Punkte, dagegen 
John Casey noch 1861 Ereis der 6 Punkte. 

Der FeuerbachBche Satz blieb so unbekannt, dafi er yon Terquem 
(1841) nachentdeckt werden konnte, desgl. yon Sir W. Hamilton und 
Hart etwa 1860, obwohl ihn Steiner im Oerg, 19 und in den geo- 
metrischen Eonstruktionen yon 1833 (p. 55 Anmerkung) erwahnt. Erst 
in allemeuester Zeit haben sich Franzosen und Englander entschlossen, 
den Neunpunktkreis nach Feuerbach zu benennen. Der Satz findet 
sich auch in der ausgezeichneten Schrift Ch. NageTs „Untersuchungen 
iiber die wichtigsten zum Dreieck gehorigen Ereise^^ (1836) und bei 
C Adams (1846) „Die merkunirdigsten Eigenschaften des geradlinigen 
Dreiecks^y wo sich auch alle Eigenschaften der Symmediane, sowie des 
sogenannten Lemoineschen bezw* Crr^&eschen Punktes finden. Und 
Beuschle in den mathem. Abhandlungen, Programm Stuttgart 1853 
spricht schon aus, dafi der Feuerbach 32 Kreise beriihrt, lange vor Ha- 
milton] endlich H. von Hdleben und Gerwien yerwerten ihn ausgiebig in 
ihrer yiel zu sehr yergessenen Aufgabensammlung (1831). 

Geschickte: 

History of the nine point circle J. 8. Madcay, Edinb. Proceed. 11 
(1893) p. 19. — Die grundlegende Schrift heifit: „Eigenschaften einiger 
merkwiirdigen Punkte (der Ausdruck hier wohl zuerst) des geradlinigen 
Dreiecks und mehrerer durch sie bestimmter Linien und Figuren.^^ 
Eine analytisch trigonometrische Abhandlung yon Karl WUh. Feuer- 
bach, der Philosophiae Doktor, mit einer Vorrede yon Karl Buzengeiger, 
ordenUichem Professor der Mathematik an der grofiherzoglich badischen 
Uniyersitat Freiburg, Nfimberg 1822. 

Sie enthalt zunachst eine Beihe yon Relationen fiber die Be^ 
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riihruDgskreise^ davon yiele neu, ist iiberhaupt eine Fundgrube yon 
Relatione]!; die seither in den Nouvelles annales, dem Bourget, den 
Educational times etc. immer wiederkehren. So z. B. 

AJ' BJ' CJ^4:f^R', DEF.r = UEF : / etc. :« A : 2iJ; 

a» + AIP = 4iJ« 

lange yor Steiner (aber nach Camot^ g^om^trie de position). Im 2. Ab- 
schnitt wird das Dreieck der Hohenfufipunkte behandelt; dafi sein (Tmfang 
im spitzwinkligen Dreieck Minimum, wird im 6. Abschnitt rein geometrisch 
bewiesen; es wird gezeigt, dafi die Verbindungsgerade der Projektionen 
eines Hohenfufipunktes auf die beiden anderen Seiten konstant und 
gleicb dem halben Umfang ist. Im 4. Abschnitt Bestimmung der 
gegenseitigen Lage der yorzQglichsten bisher betrachteten Punkte, z. B. 

OjEPetc, bier in § 57 ganz direkt JV^J-yiJ-r; NJ'^r + ^ R, 

wodurcb der Feuerbctchsche Satz bewiesen ist. Der 5. Abschnitt ent- 
halt dann Satze wie: Jedes Dreieck ist selbst mittlere Proportionate 
zwischen dem Dreieck der BerQhrungspunkte eines seiner BerCLhrongs- 
kreise und dem Dreieck der drei anderen Zentren der BerQhrungskreise; 
die Dreiecke sind ahnlich, und der betreffende Punkt J ist Ahnlichkeits- 
punkt. Auch der Satz iiber die konstante Potenz yon H ist yon 
Feuerbach oder bei Feuerbach] ebenso ist ihm die Konfiguration 
ABCH nicht entgangen, sowie der Zeichenwechsel fiir die Radien der 
Beriihrungskreise. 

In den geometrischen Konstruktionen yon 1833 hat Steiner die 
Quelle aller dieser Beziehungen (z. B. dafi AH^20A', Monge, Camoty 
Feuerbdch) in der doppelt ahnlichen Abbildung yon Hohenpunkt und 
Schwerpunkt aus angegeben; auch noch drei fragwiirdige Punkte zu 
den neun hinzugefiigt. 

0. Terquem^ Nouv. annal. 1 (1842) p. 196; Feuerbachachei Satz mit Erweite-. 
rung (projektivo Beziehung) auf die Eegelflchnitte ((7,), wo die H0hen durch den 
Seiten konjngierte Eck-Transversalen ersetzfe werden. 

/. Wohtenholme, Quarterly journal 2 (1860) p. 138 elementar; fthnlich wie 
Steiner, und Ereisviereck-Sa^z : Der Halbkreis halbierfe die 6 Zentralen der 4 Be- 
ruhrungskreiBe (Mention 1860); ibid. Sir W. Hamilton, algebraisch, Eonetruktion 
der Beruhrungspunkte und der gemeinsamen Tangenten. 

A. Hart, Quarterly joum. 4 (1862) p. 152, geometrisch nach Bericbt von 
Salmon. Yerl&ngert man 0/ ilber / um sich selbst bis x, so ist xH^=R — 2r, 
darauf grflndet Hart einen sehr einfachen Beweis des Feuerhach^chen Satzes; 
Salmon hat in der 4. Aufl. der Conic sections vier Beweise, darunter einen sehr 
eleganten, der von W. Hamilton stammt. Ibid, gibt J, Casey ^ „0n Dr. Hart'^, 
Sir W. Hamilton'% and other properties of the six point circle'' den ersten rein 
elementargeometrischen Beweis des Fet^erhachBchen Satzes, konstruiert zugleich 
die BertLhnmgspunkte, so auch A sequel to Euclid (in SaXmon^^ Conic sections 
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finden sich noch zwei sehr elegante Beweise mit Dreieckskoordinaten); ibid. p. 260 
Hart, Ansdehnung des FeuerbackBchen Satzes auf die Kugel. Sir W. HamiUon't 
Brief an Hwt zeigt, dafi der Seitenmittenkreis eines aph&riBchen Dreiecks die 
Berfifarongflkreise nicht tangiert; Hart zeigt, dafi es einen Bolchen Kreis gibt, nnd 

bericbtet, dafi Salmon nnd Sir W. Hamilton fOx den Radius — -^tgl2gefanden. 

Der Hartache Satz geh()rt in das Taktionspioblem: Nimmt man irgend drei von 
den acht Kreisen, welche drei gegebene beriihren, so kann ein Kreis beschrieben 
werden, der diese drei berflbrt and einen yierien von den acht BerQhrangskreisen. 
Von Casey dnrch Inversion bewiesen: Proceedings of the royal Irish academy (1866) 
9. April p. 896—428 (hSchst bedentend). 

Sehr einfache Eonstrnktion der BerOhrungspnnkte des Feuerbacfmohen Kreises 
mit den Kreisen; s. anch A sequel to EucUd (1881). 

Me JDoweU, Quarterly joum. 5 (1862) p. 269; einfach geometrischer Beweis 
des Feuerbachschen Satzes (kennt den Co^^schen nicht) mittels teilweiser Umkehr 
eines Cageyschen Ereissatzes; ibid. p. 318 H, R. Greer mit Dreieckskoordinaten ; 
ibid. p. 318 /. Casey, sehr einfaohe Eonstrnktion der Berfihrungspunkte des 
FeuerbachBchen Ereises mittels der zweiten gemeinsamen Tangente der Ankreise 
(s. Taktionsproblem) , O, Battaglini, Rendiconti Napoli (1862)] Sept. Dafi der 
Feuerbad^Bche Ereis die 12 In- und Ankreise der Dreiecke ABH etc. ebenfalls 
beruhrt, ist vor Sir W, Hamilton, Quarterly joum. 4 p. 219, schon von Mention, 
Nagel, Beuschle 1. c. ausgesprochen , Casey fdr den Umkreis als Feuerbachscher 
Ereis der vier Dreiecke aus je ^i Zentren der Berfihrungskreise analoger Satz, 
aber vorher Nagel, Adams, Reuschie^ Mention etc. Ibid. 6 (1864) Salmon^ % Eon- 
strnktion des Zentruma des sph&rischen JPeu^r^acAschen Ereises. (Die Arbeit ge- 
h5rt in die analytische Geometrie dreier Dimensionen.) Ibid. p. 226 Griffiths, Der 
Neunpuoktkreis, der Umkreis and der Ereis, der in bezug auf ABC autopolar 
ist, (Zentrum H^ Radius ]/4i2*co8a cos^ cos 9) sind koachsial, S ist Pol der Radi- 
kalachse in bezug auf den Ereis H\ mit Dreieckskoordinaten. Ibid. 7 (1866) p. 47 
W, F, Walker, Satz Yon, Griffiths ^ elementargeometrisch; zuerst dort, dafi HP 
durch die Simson-Lmie (s. d.) geh&lftet wird. ChriffUhs p. 60 (Dreieckskoordinaten): 
Anch die Polarkreise von A^ B, C und der Polaren H koachsial mit Fevierbach. 
Ibid. p. 302 W, H B; Ereis der 9 Punkte analog wie Feuerbach. 

(7. (7. GeronOf Nouv. annal. (2) 4 (1866) p. 220; elementargeometrische Eon- 
strnktion der 4 Beruhrungspunkte mit dem Lineal, elementarer Beweis {Hamilton's 
Gredanke). Gerono erw&hnt den elementaren Beweis: Giomale di matematica al 
uso degli studenti delle univers. ital. 1 (1868) von N. Trudi, Intomo etc. (Nota di 
Fug, Beltrami, Intomo alle coniche dei nove punti (1868) Bologna Mem. (2) 2 
p. 861). 

K, KUcker, Grunert 47 (1867) p. 1, tihei die ausgezeichneten Ereise des 
Dreiecks; JPeuerdacAscher Satz; Satz: Projiziert man eine £cke, z. B. A auf W^ 
und W^ , so geht die Yerbindung der Projektionen durch B' und C (vgl. Winkel- 
halbierende) ; die drei Ereise, von denen jeder einen der Ankreise umschliefiend, 
die beiden anderen ausschliefiend beriihrt, schneiden sich in einem Punkte. 

N. Ferrers, Quart, journ. 9 (1868) p. 147 kurz analytisch. Das Zentrum der 
Site/n^rschen Hypocycloide ist das des Feuerbachschen Ereises. 

J. Lapps, CreUe 71 p. 387, rein geometrisch, aber Lehre von der Radikal- 
achse, und Ereisbtlschel. Ftihrmann, Grun. 62 desgl. 
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W. Binder, Brief an BdUeer (1B92) rein elementargeometriscb; von BaUeer 
publiziert in der 8. Anfl. 

C. W. Baur, ScMdmilch 12 (1867) p. 364 mittels Bechnung Eonsiaraktion der 
BerdhrungBtangenten zwischen Inkreis nnd Feuerbctchachem Ereis, von H. Schttbert, 
Sehldm. 16 p. 83 vervollst&ndigt. 

H. SehrMer, Rackfohmng auf den Ptolem&m, Ckbfch Ann. 7 (1874) p. 517, 
derselbe benutzt: OreUe 68 (1868) p. 208 die Theorie der Eegebchnitte, rein elementar- 
geometriflch, aber vieles, was schon bei tT. Mention , Nonv. annal. 9 (1860) p. 324 
und E. BobiUer, £l^ment8 de g^om^trie (1831), insbesondere die BeniUeung der iur 
Dreiecksseite symmetrisehen gemeinsamen langente. 

John P. Taylor, Quarterly joum. 13 (1876) p. 117 gibt den bis dato ele- 
gantesten Beweis dee Feuerbach%c\i^n SaizeB mitteli Inversion. (Ge«ttitzt auf Satz 
von Mc Dofcell{7) weist er nach, dafi A'H^ im Fetterbachaahen Ereis den Winkel 
\B— G\ fafit, was auch ganz elementar einleuchtet etc.) 

/. Neuberg, Nouv. coxrespondance 1 (1875) p. 160, Sur le cercle des neuf 
points; ibid. 4 (1878) p. 2 7. Mennesson, sehr kurz, Dreieck und H0hen als 
Projektion einer Pyramide; ibid. 5 (1879) Chadu, FeuerbachscheT Satz. Malloisel, 
Baurget (ISIS) p. 97 1. Bogen fiber H^ und A fafit {B — C) -■ Taylor—; 2. wenn 
man auf W^ von B und G die Lote f&llt, so sind die Vierecke H^BAE inskrip- 
tibel und die Zentren dieser Ereise sind auf dem Feu* r&ocAsclien Ereis (vor Taylor 
vom Artillerieleutnant Calabre ohne Beweis MaUoizel mitgeteilt.) 

James Booth, Bourget (1879) p. 3 JFVii^6ac/tBcher 'Ereis, Feuerbachscher Satz, 
Fortsetzung p. 298. 

Satz von ? Wenn D der Punkt^ wo Kreis J Seite BC beriihrt 
und E der zu J^ gehorige und Ereis tlber DE die zu ^^ konjugierte 
gemeinsame Tangente von J und J^ in F und G schneidet; so liegen 
F und G auf dem Feuerbach, 

H, Schubert, Hoffmann 13 (1882) p. 19^ recht elementar. 

K. Oeterreicher, Programm Wien (1882); Der Feuerbctd^ache Ereis; im wesent- 
lichen Feuerbach, im Anhang einige eigene S&tze. 

Mc Michael, Messenger 11 (1882) p. 77; Feuerbathacher Satz, elementare 
Umkehning des Casey -Hartachen Satzes fiber die Differenz der Quadrate der 
Tangenten (s. Ereis); ibid. (1884) C. Leudesdorf, Zusammenstellung und eigener 
Beweis der Berfihrung. 

E, Catalan, Nouv. annal. (3) 2 (1883) p. 82; FeiierbachacheT Ereis durch die 
3 Zentren der Inkreise der 3 „Annex^*dreiecke des Mittelpunktdreiecks; ibid. Le- 
moine (rekurrente Geometrie); M, Jenkins, Educational times 7185 (1883) 39. Ders. 
On some geometr. proofs Quarterly Joum. 21 (1886) p. 89 und dann H. M. Taylor^ 
Loud. Math. Sec. Proc. XV (1884) p. 122. 

/. Lange, Programm Berlin (1884); Die Berfihrungskreise eines ebenen Drei- 
ecks und deren Berfihrungskreise; er hatte schon vorher: Grunert 66 (1881) p. 220 
und 67 p. 191 den Neunpunktekreis behandelt 

S. Kantor, Schlomilch 25 (1880) p. 54; Feuerbach. Berfihrungspunkt des 
Feuerbachachen Ereises und des Ankreises ist merkwfirdiger (Symmetrie) Punkt 
ffir das Dreieck der 3 Berfihrungspunkte auf den 3 Seiten. 

B.Ziegler, Zeitschrift ffir Realschulwesen 9 (1884) p. 143; Ober den Feuerbach- 
Bchen Ereis (einfach und elegant). 
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E. Lemoine^ Nout. annal. (3) 6 (1886) p. 122; Dreieckskoordinaten; Bezng 
auf Gerono'a (1866) Eonstroktion der BerilhTangspiinkte. 

W. Godt, Chrunert (2) 14 (1886) p. 436; sehr htibscher Beweis des Feuerhach- 
schen Satzes: Verbindet man jeden der Berdhrungspmikte mit den Mitten der 
Seiten, so ist von diesen 3 Strecken immer eine gleich der Somme derbeiden andem. 
Die DiagonalpunkU des Vierecks der 4 Beriihrangspankte liegen auf den Seiten 
des Mittendreiecks. 

/. Lange, Grunert (2) 3 (1886); Beweis des FetMrbachsohen Satzes naeh 
Schroter {Clebsch Ann. 7). 

W. V. Miorini, Progxamm Bielitz (1886); Feuerhaeh Tom Standpunkt der 
neueren Geometrie. 

Lignikres^ Bourget (1886) p. 8; Beweis des FeuerhachBchen Satzes (Zen- 
tralen). 

Simmons^ ibid.; wenn (A — B)«^ 90, so liegt das Zentrum des Feuerbachachesn 
Kreises auf AB {Taylor, MalloizeT); ibid. F. Lenioine, p. 198 Gleichung der gemein- 
samen Tangente an den FeuerbachBchen Ereis und einen Bertlhrangskreis. (GrOfite 
eingeschriebene Ellipse.) 

M. F. F. Tarjon, Nouv. annal. (3) 7 (1888) p. 288 (Kreis urn H mit konstanter 
Potenz von jET, vgl. Griffiths, Feuerhach als Ort der Schwerpunkte einer Schar von 
Yierecken, etc.). 

R. W. Genese, London matbem. society proceedings 19 (1888) p. 216; beweist 
elementar den Feuerbachschen Satz. 

A, Gob, M^m. Soc. Boy. Li^ge (2) 16 Nr. 8 (Suppl. Mathesis 9, 1889); Sur 
la droite et le cercle d'Euler. 

E. Lemoine, Bourget (1889); question 803. Zieht man durcb A' etc. die 
Symmetrischen zu a etc. in bezug auf eine beliebige Bichtung, so schneiden sich 
diese 3 Geraden auf dem ^euer&oc^scben Ereise. 

22. SlatDyk, Schldmilch 85 (1890) p. 36; Feuerbach projektiv. 

«/. J". Milne, Bourget (3) 4 (1890) p. 3 — 5, sehr einfacb und elegant, mit ganz 
elementarem Satz: AB feste Tangente an Ereis K in B und dnrch Z> Gerade, 
welche AB in E trifft und auf BE Punkt M so gew&blt, dafi D^ D3f » Potenz 
von D, so ist der Ort von M ein £j:eis, der durch D gebt (Peripberiew.) und 
Ereis K in. B beruhrt. 

Friedrich Meyer, St&dtisches Gymnasium zu Halle, Programm (1891). 

Arth. Cayley, Messenger 23 (1893) p. 28; On the nine-points circle; analytisch 
geometriscb. Badien nacb den Berilbrungspunkten balbieren Winkel zwischen den 
Badien nacb den nicht zugehOrigen Hdbenpunkten. 

/. Neuberg, Mathesis 14 (1894) p. 188 elementarer Beweis des Feuerbach^oh^n 
Satzes; ibid. p. 42 einfache Ableitung der Neunpunktigkeit in bekannter Weise 
durch Ereisviereck. 

«/". Lange, Geschichte des Feuerbach&chen Ereises, Progr. Berlin (1894), 84 S., 
20 Beweise mit Quellenangabe sachlich geordnet; vorangeschickt AbriB der Ge- 
schichte der merkwdrdigen Punkte des Dreiecks.*) 



*) Diese wichtige Schrift war Ref. entgangen, und ist er durch Herm Lampe 
bei der Eorrektur auf sie hingewiesen worden, auch die Aufgaben in HoffmantCa 
Zeitschrift w&ren zu ber&cksichtigen gewesen. Yergl. „Sammlung der Aufgaben 
des Aufgaben -Repertoriums der ersten 25 B&nde^^ Leipzig, Teubner 1888, 
p. 246—287 „Neuere Geometrie des Dreiecks". 

Simon, Elementergeometrio. 9 
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/. S. Mackay, Edinb. mathemat. society (1883) 13. April, gedruckt 1894; ibid. 
13 (1896) p. 26, 22. F, Davis, sehr einfach Feuerhach%c\ier Satz. 

L. Vautri, Baurget, (4) 4 (1896) 63 p 83; FetierhachacheT Satz, ganz elementar. 

Soons, Mathesis 16 p. 67; Man projiziert die Ecken aof eine Gerade m und 
die Fufiponkte wieder auf die 3 Seiten, die 3 Projektionslote schneiden sich in 
M, geht m dnrch 0, so ]iegt M anf dem FeuerhachBchen Kreis. 

W. Godt, Manchener Berichte 26 (1896) p. 119—166 (aber nicbt elementar); 
Cl)er den FeuerbtKhBchen Kreis und eine Steinenche Korve. 

Davis, Educational times (9484) 64 (1896) p. 67; dito (12 801) HiUyer. 

V.B.Aiyar, Edinb. matbem. society proceedings 16 (1897) p. 74; Beziehung 
zwiscben dem Kieia durcb die Scbnitte zweier konfokaler Eegelscbnitte und dem 
FetterbachBchen Ereis. Yerallgemeinerung der allgemeineren S&tze von MeCay 
(Irisb Acad. Juli 1886). 

/. Lauvemay^ Baurget (1899) p. 198 (einfacb aber kiinstlicb). 

N, Schmidt, Programm Athen&um Luxemburg (1901); Sur le cercle des neuf 
points; sebr Tollst&ndige Zusammenstellung. 

Feuerbachscher Kreis im Baum. 

E. Prouhet, Nouv. annal. (2) 2 (1863^ p. 132; Im Tetraeder mit H5ben- 
scbnittpunkt M gebt eine Eugel durcb die Fufipunkte der H5ben, die Scbwer- 
punkte der Seiten und teilt die oberen HObenabscbnitte im Verba,! tnis 2:1. 

/. G. Lewis, Messenger 11 (1882) p. 36; Wenn die Gregenkanten eines Te- 
traeders aufeinander senkrecbt steben, so liegen die 4 Feu^r&ocAscben Ereise 
der Seiten auf einer Eugel. 

(7. Intriglla^ Nap. rendiconti (1883) p. 69; Sul tetraedro, die wabre Yer- 
allgemeinerung: Eugel durcb die Scbwerpunkte der Seitenfl&cben gebt durcb 
12 merkwflrdige Punkte. Ibr Zentrum barmoniscb zu dem der Umkugel, dem 
Schwerpunkt und dem Zentrum des H()benbyperboloids. 

8, Boherts, London matbem. society proceedings 19 (1888) p. 162. Zwei 
Yerallgemeinerungen des Satzes fitr den Baum (Eugel der 16 Punkte etc.). 

Die erste Anfgabensammlung^ in der der Feuerbacha(^^ Satz aus- 
giebig yerwandt ist^ ist v. HoUeben und Gerwien (1832). 

Etdersdie Gerade, E] J. Wolsienholme, Educat. times 40^ 5426 
(1884) p. 74; die beiden Punkte, deren Abstande ron den Ecken des 
Dreiecks ABC proportional den Sinus, ebenso die, deren Abstande 
proportional den Eosinus der zugehorigen Winkel sind, liegen auf E. 
Beweis analytisch durch Rechnung (J! Lange, geometriscb beim Re- 
ferat in den Fortschritten). 

H, SchofUe, ScMdmikh 32 (1887) p. 69 ; Ein geometr. Problem. 

Eine elementare Yerallgemeinerung des FeuerbachsGhen Satzes am 
Dreieck, MiicMdhon, London matbem. society proceed. 14 (1883) 
p. 129. (Note yon M, Jenkins p. 132.) Der Feuerbach^t\ie Ereis spaltet 
sicb in 2 Ereise mit gleichen Kadien, elementar. 
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b. WinkeUialbierende* 

Zumeist der sogenannte Lehmus-Steinersche Satz, der mit dem- 
selben Recht auch TerquemBcher heifien konnte. Zu gleichen (inneren) 
Winkelhalbierenden gehoren gleicbe Winkel. Die Winkelhalbierenden 
Bind dabei bis zur G^enseite gerechnet. Dann das Problem: Das 
Dreieck aus den 3 Winkelhalbierenden zu konstruieren. 

Der LehmtiS'SteinerBiilie Satz ^^L'' wurde 1840 yon Lehmus brief - 
lich Steiner mitgeteilt und yon diesem ziemlich nmstandlich, CreUe 28 
(1844) p. 375, Gesammelte Werke 2 p. 321, bewiesen, auch f&r das 
spharische Dreieck und yerallgemeinert: Wenn die Winkel eines Drei- 
ecks durch gleichliegende Linien in gleichem Yerhaltnis geteilt werden, 
so sind die Winkel gleich, Zeichen: (A. L.) 

0. Terquem, Nouvellei annales 2 (1842) p. 79 (Trigonometrie nach E%iUr)\ tri- 
gonometriBcher Beweis p. 87 ; der Satz ist p. 54 als Anfgabe gestellt und die 
folgenden sind aosdnicklich als Steinerwihe bezeichnet. 

Bougeoin, ibid. p. 138; durch hfibsche Betrachtung von Ghmndlinie and 
Winkel an der Spitze; Dreiecke kongment, wenn sie in 6, ^ nnd u?^ fiberein- 
stimmen; ibid. 811, St Paer, Peripheriewinkelkreis; Bud, TToI/* (Zflricher Astronom), 
Grunert 8 (1848) p. 449 (auch Bph&risch, wenn « -|- y <3r); Th. Lange Orunert 18 
(1849) p. 887 (A. L.); Grunert selbst p. 841 L, tr . » k; Faktor & — a, was schon 
Terquem angedentet. W, Mink, Chrwnert 16 (I860) p. 858. Lehmits selbst zwei 
Beweise, mitgeteilt von Th, Lange ibid. p. 228 der erste ganz elementargeometrisch. 
JR. BaUger, Grunert 16 (1851) p. 201; A L sehr hdbsch: A. Seebeck, ibid. p. 202, 
Satz: Wenn die Ecktransyersalen dnrch einen 
Punkt einer Winkelhalbierenden gleich sind, so 
sind die Winkel gleich. Yon den Querlinien 
dnrch eine Winkelhalbierende ist die auf der 
Winkelhalbierenden Senkrechte die kflrzeste, von 
je zweien die die l&ngere, welche yon ihr am 
meisten abweicht (also symmetrisch gleich), auch 
fiir sph&r. Dreieck, and von JP. Augtut ibid, 
p. 259 Ahnlich wie JR. BcUteer; Zech p. 856 
(l&nger wie August) ibid. 18 p. 857, C. Schmidt; 
T. Clausen 20 p. 459; Ch. Nagel, p. 470 sehr ^, 
hubsch and rein geometrisch, den Umkreis her- Fis. 2S. 

anziehend; auf denselben Gedanken verfiel H. 

A. Schware in seiner ersten Arbeit, Gru^tert 87 (1861) p. 445 (fehlt in den ge- 
sammelten Werken); A. Niegemann, Chrunert 41 (1863) p. 151, sehr einfach, trig^- 
nometrisch. 

Anonymus, Nouv. annal. 18 (1854) p. 192. 

N. JDevylder, ibid. p. 832 A L (aber nicht einfach); 

E, Lavelaine, p. 888, K?^'=a&c — pg; ibid. 14 p. 32, Note zu 18 p. 882. Zu- 
satz Ton L, BourdeUes 16 (1857) p. 102. (Fig. 22.) 

S. Guniher, Hoffmann 23 (1892), Literatnr, eigener, nicht stronger Beweis; 
P. V. Sdiaewent ibid. 24 (1893) p. 488, einfach trigonometrisch; Gerlach, algebraisch 

9* 
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wie JR. Wolf, p. 439; Kruger, Hoffmann 26, untersucht auch die Gleichheit von 
innerer iind &ufierer Winkelhalbierender. 

A. Emmerich, Hoffmann 26 (1896) p. 173; Wenn w^^ — Wg*, so ist entweder 
a = c Oder AfP^^^BJ-CJ, trigonom.; ders., Hoffmann, 29 (1898) p. 91 trigonom.; 
A. Schiappa Monteira, Teixeira 8 (1886) p. 61, zwei neae Beweise. 

A. BemoUi, Supplemento al periodico 2 (1899) p. 66 , Beweis mit den Miiieln 
Ton EuMid I (LGsung der 9* quistione a concorso). 

Der kflrzesie . Beweis ist woU der folgende: 

Wf, {a-\'C) sin -^ = 2c7, also wenn Wf, = iCg, so ist: 

c sin -^ — b sin -^ = a (sin -^ — sin -§-). 
2 2^2 2' 

Wenn aber sin -^ > sin -^, so ist: cos -^ «< sin -— , 

also mtissen info]ge des Sinnssatzes beide Seiten sein (derselbe Beweis auch 
sph^sch, wenn J den Eckensinas bedentet). 

Nach einer Mitteilung von E. Lampe soil sicli neben yerschiedenen 
recht einfachen Beweisen anch dieser im Supplemento al periodico di 
matemat. 1899 finden. Im Suppl. al Per. 2 (1899) p. 5 ist aufier der 
oben angefQhrten Literatur noch zitiert: 

Eieke, Mathematische Unterhaltmig, 1867 p. 38, 1868 p. 48. 
F. Giudice, F. Ferrari, Periodico di Mat. 8 (1893) p. 31 u. 186. 

In LehrbQchem: C. Adams (1846); Die merktvUrdigen Eigen- 

schaften des geracUinigen Dreiecks p. 10 and 11; zwei Beweise, 1 yon 

L. Mooshrugger. 

L. A. Kunze, (1861) p. 221. J. MacJDoweU, London (1881) p. 116 der Exercises 
on Ftiklid. Einen Beweis, der vom ParaUelenaxiom tmabhdngig, gab G. Tarry, 
Bourget 19 (1896) und H. F. Blichfeldt, Annals of math. (2) 4 ri902) p. 22. 

Eine Fundgrube yon literarischen Notizen fiber Eigenschaften der 
Winkelhalbierenden ist Maekay^Bi Properties connected with the 
angular bisectors of a triangle; Edinb. Math, society proceedings 13 
(1895) p. 37; doch sind die Angaben nicht absolut richtig. So 
gibt Mackay fQr den Satz: ^^Projiziert man 2 Ecken auf eine Winkel- 
halbierende, so entsteht ein harmonisches Punktsystem'^ Fuhrmann 
1890! 2Jiy und ebenso ist mir der Satz yon ^jToumsend^^j Educat. 
times 14 (1870) p. 76 yom harmonischen Mittel zwischen h und c 
schon seit meiner SchtLlerzeit bekannt, da beide Satze unmittelbare 
Folgen des Fundamentalsatzes der harmonischen Teilung und des Satzes 
des Apollonios sind. Es fehlt z. B. C, G. Beuschl^s Programm yon 
1850 Stuttgart: tJber die winkelhalbierenden Strecken im Dreieck. In 
der Nouy. correspondance (1880) p. 186 steht der Satz: ^^Das Dreieck 
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der Fufipunkte der Winkelhalbierenden auf den Seiten ist gleich dem 
Produkt der Wmkelhalbierenden dividiert dnrch den doppelten Umfang." 

Hind, TrigoDometrie, 4. Edition (1841) p. 804. Wenn P nnd Q die Pro- 
jektionen von B und C auf w^ etc, so ist AQBP = A =« AQ • BP' etc. (Mcickiiy), 
W H. Levy, Ladies* and gentlemen's diary (1856) p. 71. Die Kreise um einen 
HGhenfnfiponkt nnd die zusammengehOrige Projektion der beiden andem Ecken 
auf die Winkelhalbieiende sind gleich dem Umkreis. Ebendort s. auch 2^. 
Weddle, Symmetrical properties of plane triangle (1848, 46, 48) nnd die S&t^e 
von /. W. EJUott. 

Arth. Lascases, Nouv. annal. 18 p. 171. Question. Die 4 Projektionen 
einer Ecke A auf die 4 nicbt zugehOrigen Winkelhalbierenden sind auf einer 
Geraden B'C; Beweis 3.ufier8t einfacb; einen Beweis mit Hilfe der /Stirwonschen 
Geraden von Wilkinson (1862) s. Mackay 1. c. p, 4, aber schon Nouv. annal. 18 
(2) 11 p. 265 bei Lion Vidal (Scbfller) derselbe Gedanke. Cknnpiignon, Nouv. 
annal. (1872) p. 127; E. Hain, Grunert 58 (1875) p. 90; t^ber die Winkelhalbieren- 
den; Dreiecke der Winkelhalbierenden. Disiri Andri, Nouv. correspond. 1 (1874) 
p 25; Nouv. annal. (2) 13 p. 10; Theoreme fiber innere imd &ufiere Winkel- 
halbierende aufeinander zuriickgeftlhrt; w^j^=^hc — p<l(^o p und g die Abschnitte 
auf a); Miehez, Nouv. correspond. 5 p. 157; Satz wie bei Totonsend; ibid. (1880) 
E. Cesdro, Jeder Punkt der Geraden, welche die Endpunkte zweier w verbindet, 
hat von der dritten Seite einen Abstand gleich der algebraischen Summe der 
AbstSlnde von den beiden andem (entsprechend fur Tetraeder). 

G. Bostor, Bourget (1880) p. 20; Einfache Beziehung der Abst&nde der w; 
Bourget (1883) p. 118; Aufgabe in Verbindung mit dem Feuerhach%c\ieii Kreis, 
Gleichung von Droz-Farny ganz elementar. Hoekstra Wiskund. Opgawen (to^ ist 
auch Winkelhalbierende von pAy^ wo p und y die Punkte sind, in denen tr^ und 
to^ die Seiten von LMN treffen. 

J. Lauvemay, Bourget (1894); AED rv. AID\ AD* « AE- AF^ (c + p) 
(h —q)^'bc — pq etc.; ders. Bourget (1896) p. 86. Fig. 22 vgl. Laveleine. 

Meurice, Mathesis 14 p. 92 (auch Beweis des Lehmumchen Satzes); v. Jett- 
mar (?) Das Dreieck, welches die Beruhrungspunkte der In- bezw. Ankreise ver- 
bindet (Resultate schon bei Feuerbach 1822). 

Das Problem: Das Dreieck aus den 3 Winkelhalbierenden auf- 
zolosen: v, Renthe-Fink (Premierleutnant): Crdle 26 p. 273. Gleichung 
16. Grades fur r, welche er aber nicht aufstellt. F, Butzberger, Ein 
mit der Theorie algebraischer Flachen zusammenhangendes plani- 
metrisches Problem, Dissertation Bern (1889). W. Heymann, Hoffmann 
28 (1897) p. 165. Zum Problem der Winkelhalbierenden. Drei Gxuppen 
1) w^Wf,w,', w^w^w^:, 2) wjw.'wj', ^a^t^c'^ 3) w^Wf^wJ etc. Gruppe 
1 und 3 auf Gleichung 10. Grades; Gruppe 2 mittels quadratischer 
und kubischer Gleicbungen losbar; ders. Schlomilch, 35 p. 254 w's bis 
an den Umkreis s^ und d Durchmesser des Umkreises: 
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F. J. van den Berg, Nieuw. Arch. 16 (1889) p. 179. r als HilfBgrSfie; noch 
GleichuDg 16. Grades. 

P. Barharin, Mathesis 16 (1896) p. 148. 

A. Korsdt, Hoffmann 28 (1897) p. 81; Gleichung 3. Grades, wenn 
ft « c und LehmuS'Steinerscher Satz; und abschlie fiend: A. Korsdt ^ 
SchWrnilch 42 (1897) p. 304; Uber das Problem der Winkelhalbierendeii; 
er stellt die Gleichung 10. Grades auf fQr w^^u\w^ und beweist, dafi 
das Problem sich im allgemeinen weder mit Lineal und Zirkel, noch 
mit Hilfe heliebiger Wurzelgrofien losen lafit (vgl. auch idem Progr. 
Plauen, N. 629 (1901). 

Der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichsclienkligen 
Dreieck ist selbst Gegenstand einer sehr wichtigen axiomatischen 
Uiitersuchung Hilberfs geworden: London mathem. society proceedings 
35 (1903) p. 50 — 68 und erweitert Anhang II der 2. Aufl. seiner Grund 
lagen (1903). Daraufhin sind dann die Voraussetzungen untersucht, 
unter denen sich der Satz und dam it die Kongruenz symmetrischer 
Dreiecke der Ebene ohne Hineingehen in den Raum beweisen lafit. 

e. Die gewdhnlichen merkwftrdlgen Pankte des Breieeks (Tgl. Feaerbaoh). 

/. Hohenpunkt 

Dafi die 3 Hohen sich in einem Punkt H schneiden, findet sich, 
obwohl yermutlich schon firfiher bekannt, bei Arcfiimedes und wird 
durch den Satz vom Ereisviereck in den Scholien bewiesen. Als 
spezieller Fall des Cemschen Satzes ist der Satz trigonometrisch un- 
mittelbar gegeben. Der einfache Beweis mittels der ParaUelen durch 
die Ecken (Symmetrieachsen) stammt vielleicht yon Gaufi, Note zu 
Schumadier's Obersetzung von Camofs geometric de position (1810, 
Werke 4 p, 396). Dafi die Hohen die Winkelhalbierenden des Hohen- 
dreiecks A, B, C sind, ist von Feuerbach 1. c. § 24 bemerkt, ygL auch 
Brianchon et Poncelet 1. c. J. Mackay hat in seiner so yoUstandigen 
Zusammenstellung: Edinb. Math. Soc. proc. 1, f&r den ersten Beweis 
F. J. Servois als Quelle angegeben (Solutions pen connues Metz 1804 
p. 15, Aufgabe 12). Dort wird nur der Satz bewiesen, dafi die oberen 
Hohenabschnitte doppelt so grofi sind wie die Lote in den Mitten der 
Seiten; ftLr den zweiten Beweis gibt er irrtQmlich Mollmann, Gninert, 
Archiy 17 als erste Quelle an. 

Der 2. Beweis ist von Ch, Gudernuinny niedere Spharik (1834), auf 
das spharische Dreieck ausgedehnt, aber der Satz ist schon 1809 yon 
De Stamvilley Recueil de problem es, Paris, analytisch bewiesen und von 
Comely, Correspondance Hadiette (1814) 3. Jan. p. 5 elementargeo- 
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metrisch. Mittels des Potenzgatzes (Radikalzentrnm der 3 Kreise fiber 
den Seiten) von G. F, Amdt, Grun, 5, dito der 3 Kreise dber den 
Hohen C. G. BeuscMe, ScMomilch 11 (1866) p. 475. 

Ala der homologe Punkt zn von S aus im Orundyerhaltnis 1:2 
ist H bei Steiner, geometaische Eonstruktionen etc. (1833) (Servois!). 

Die Eonfigoration ABCH ist Ton Camot, De la correlation 
(1801) § 143, von Feuerbach 1. c, von Brianchon et Poncdei 1. c. 
(Hyperbel) und andem behandelt; dazu C, Beydy Satze dber das ortho- 
gonale Viereck ABCH: SchlamUch 34 (1889) p. 218. Eine Menge 
Satze, besonders fiber die Schnitte der Potenzkreise (um H mit 
yAH^'HA^y um A mit YAH-AA^, etc.), aber das meiste schon bei 
den Erwahnten und Gruneri (GVwn. 41), Nagel (1836), Beuschle (1866), 
am voUstandigsten jR. Tou?nsend, Modem geometry (1863) p. 220. 

Das Hohendreieck hat im spitzwinkligen Dreieck Minimum des 
Perimeters, wie Fagnano (problemata quaedam etc.) acta eruditorum 
(1775) Juni rechneriscb gezeigt hat; elementargeometrisch bei La Fre- 
moire- Catalan und sehr hUbsch (Triest) Lattdi, Bourget (1877) 
p. 170; aber schon (1863) G. B. Marsano, Gonsiderazioni sul triangulo 
rettilineo p. 18; die elementare Ableitung von JET. A. Schware, Gesam- 
melte Werke 2 p. 344 ist aus Versehen in Steiner's Werke auf- 
genommen; Friedrich Meyer, Mitteilung aus dem Lehrplan etc. Halle 
(1891). Der Umfang ist bei Feuerbach bestimmt (2. Abschnitt). Die 
Eigenschaften von H sind bei Reuschle, SchUhnUch 11 (1866) p. 475 
zusammengestellt. 

Der Name „Orthocentre" zuerst bei W. H. Besant (1869) in conic 
sections treated geometrically. 

Als Zentrum des Ereises, fdr den das Dreieck autopolar ist, hat 
ihn unabhangig von den Englandem Grunert, Crrun. 41 (1863) be- 
trachtet (rechneriscb). Der Name Orthoeentrum ffir H rtlhrt nicht 
von James Booth her, wie in Mathesis erwahnt wird. 

Die 6 Projektionen der Fufipunkte auf die Seiten liegen auf einem 
Ereis*), die 3 Hauptdiagonalen des Sechsecks sind gleich. Umkehrung 
des Satzes vom Dreieck A^B^C^, E, Catalan, Nouv. correspondance 1 
(1874) p. 31. Die Hauptsache schon bei Feuerbach § 20. Dort geht 
auch schon aus Fig. 6 hervor, dafi die Badien auf den Seiten des 
Hohendreiecks senkrecht stehen (vgl. Beweis des 3. ^o^eZschen 
Satzes, Nouv. annal. 14 p. 440), s. auch Nouv. correspondance (1880) 
p. 183. 

*) Vuibert, Joum. Math^m. filament. Nov. 1877 von Eutaris (Pfieudonym ffir 
Bestiau) cf. MacBay, Proc. Edinb. Math. Sc. Vol. 14, SeBsion 1895—1896 p. 43. 
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E. Lucas, Nouv. correspond ance 1874 p. 218. Die Lote von den Mitten der 
Seiten des Dreiecks A^B^C^ schneiden sich; ibid. Brocard, Die H5faen eines 
Dreiecks bestimmen auf dem Umkreis ein Dreieck a^y. Die Gerade ap schneidet 
AB in q etc., so sind a^^^Ci kollinear; ibid. 6 (I'^SO) p. 182 MilletBcher Satz 
{NagelT). Die Geraden yon den Ecken nach den Mitten des HOhendreiecks 
schneiden sich in einem Punkt (die Ecken des Urdreiecks sind fdr A^B^C^ die /«); 
ibid., p. 146 Brocard (Note von Catalan) Schar der H5hendreiecke nnd ihrer Winkel. 

J, Sylvester, Edncational times 40 (1884) p. 77, Nr. 7428. 1st Jlf Angriffspnnkt der 
3 gleichen Erafte MA, MB, MC^ so geht die Resultierende dnrch H; Schlomilch, 
Hoffm. 10 (1880) p. 861, Anfg. 87, vgl. Sdlmon'B Satz bei Fetierbach. Droz-Farny, 
Bourget (1894) p. 216; Lote von H auf die beiden Winkelhalbierenden von A 
seien HF, HG, so geht FG durch die Mitte von BC; LGsung von Greenstreet 
sehr elementar; Znsatz von Bhavemas, Bourget (1896) p. 37. 

Relationen zwischen den Hohen selbst und ikren Abschnitten 
(vgl. anch Trigonometrie) sehr zahlreich bei C. Adams, Die merk- 
wOrdigen Eigenschaften des geradlinigen Dreiecks (1846) Abscbnitt 3; 
C, Hellwig, Grunert 18 (1852) p. 14 ganz elementargeometrisch. Der 
Potenzkreis um H wird auch sehr haufig behandelt z. B. Farjon, Nour. 
annal.(3) 7 (1888) p. 288; vor allem Beuschle, Schlomilch 11 p. 475 und 
Townsend (1863): Chapter of modem geometry. Aufgaben bei E, Grebe, 
Programm Marburg 1856. Eine wichtige Schrift fur die merkwiirdigen 
Punkte etc. ist auch (r. B. Marsano, Gonsiderazioni sul triangolo ret- 
tilineo Genova (1863), 

Beriihrungskreise. 

Zentren J J^ etc. Satz yon Gergonne, Die 3 Ecktransversalen 
nach den Beriihrungspunkten des Inkreises schneiden sich in einem 
Punkt (Punkt ron G), Der entsprechende Satz von Ch. H. Nagel, 
,,Untersuchungen Uber die wichtigsten zum Dreieck gehorigen Ereise^^ 
(1836). Die 3 Ecktransyersalen nach den Beriihrungspunkten der An- 
kreise auf den Seiten selbst schneiden sich in einem Punkt (Punkt yon N). 
Mitteilungen nach Nagd, Gergonne, Nouv. annates 19 (1860) p. 354. 
Der Satz wurde nachentdeckt yon Totvnsend, modern geometry p. 171, 
p. 172. F. J, Hamischmacher, Grunert 42 (1864) p. 90. Beweis nach 
Hamischmacher yon W. Mink, Grun, 43 p. 1. Grun. 43 p. 483 gibt 
Beuschle wichtige ^o^eZsche Satze liber das Zentralendreieck aus je 
3 cT an ; aber fast alle diese Satze finden sich ihrerseits wieder schon 
bei Feuerbach (1822), wie sie auch im wesentlichen darauf zuriick- 
gehen, da£ fiir die Eonfiguration der 4 J der FeuerhachBC^Q Ereis 
ist; z. B. der Satz: Je 3 J" bestimmen ein Dreieck, das dem Beriihrungs- 
dreieck der 4 J ahnlich und ahnlich liegend (0) ist. Das Zentralen- 
dreieck und das aus den Mitten seiner Umkreise sind kongruent und 
perspektiy (0) etc. 
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Auch die wichtigsten Relationen zwischen den 4 r und B, etc. 
(vgl. Trigonometrie), soweit sie nicht schon bei Enler, Fufi, L'Huilier, 
Camot, Bind bei Feuerbach zuerst, z. B die u. a. von Steiner und 
Bohillier nachentdeckte Relation r^ + r, + r, = r + 4jR (p. 4 und nicht 
p. 5, wie Bdltzer angibt). 

^^{^k — ^^^k = Y (^* "^ ^' "'" ^') ®*^' ^^' 

Relationen, die in den Joumalen der elementaren Geometrie immer 
wiederkebren (auch bei Adams (1846)). Beuschle erwahnt 1. c. das 
gleicbseitige Sechseck aus J^ und 0\ {0' Zentrum des Zentralen- 
dreiecks); aber auch diese Gleichseitigkeit ist bei Fetierbach bemerkt, 
nur nicht der Satz, daB die Seiten des Sechsecks die Seiten des Ur- 
dreiecks in den Beruhrungspunkten der Ankreise schneiden. Die Aus* 
drQcke Inkreise und Ankreise yon Beuschle, Programm Stuttgart 
(1853) (wohl auch Nagel) gebraucht. 

Zu den Relationen gehort auch ScUbmUch, Schlom, 38 (1893) p. 310; 
aus den 4r lassen sich Vierecke konstruieren, welche ftir des spitz- 
winklige Dreieck reell, ftir das rechtwinklige Dreieck in eine Gerade 
ausarten und fUr das stumpfwinklige imaginar sind. 

Die Satze yon Nagd fiber das Zentralendreieck; z. B.: Die 
12 Radien yon den 4 J auf die Seiten schneiden sich in den Zentren etc., 
beansprucht Mackay ftir T. S, Davies, Philosophical magazine 2 (1827) 
p. 26 — 34. Bei Adams (1. c.) der Satz (12): Die Zentrale wird durch 
Ecke und Gegenseite harmonisch geteilt. 

F. J. Richeht, AstroDomische Nachrichten 42 p. 215; JSP A sin (PB, PC) 
Maximum fiir das Zentrum des Inkreises. 

V.Jamet, Nouv. annal. (2) 11 (1872) p. 86; 2{B + r)=^ AH+ BH'\- CH. 

J. JVewfter^, Nouv. correspond. I (1874) p 63; Gambey, Nouv. annal. (2) 13 (1874) 
p. 35, 43 trigonometrisch ; BerQhrungsdreieck des Kreises J ist *^JxJ^J^ {Feuerbach, 
Nagel); Nouv. Corresp. 3 p. 221 van Aubel, Die Geraden, welche einen beliebigen 

Punkt mit den Zentren der 3 Ankreise verbinden, bestimmen auf den Seiten 6 Segmente 

AJ* 
in Involution (Ceva); ibid. 4 p. 815, 364 Mansion^ van Atibel, ^ -^^ — «= 1 etc; 

oc 

ibid. 5 p. 413 Haerins: In jedem Dreieck liegen die symmetrischen Punkte von 
/, etc. in bezug auf auf einem Ereise, dessen Zentrum / und dessen Radius 
2r ist. 

James Booth, Bourget (1879) p. 298; die Summe der 4 Dreiecke aus den 
Berilhrungspunkten ist gleich dem doppelten Urdreieck, wenn man das Inkreis- 
dreieck negativ nimmt (FeuerbactC). 

Harry Hart, Quarterly journal 18 (1882) p. 363; die 4 Kreise, welche die 
4 Inkreise orthogonal schneiden, haben jeder das fehlende J zum Zentrum, die 
6 Radikalachsen sind die Winkelhalbierenden. 

H M. Jeffery, Quarterly joum. 23 (1888) p. 180; Beruhrungskreise der 4 / 
zu je 8, sphSxisch p. 190. 
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Satz von A, Mannheim, Ein Kreis berahrt zwei Dreiecksseiten und den 
Umkreis von innen, bo ist / die Mitte der Sehne, welche die Beriihrungspnokte 
auf den Seiten verbindet. Bourget (1897) p. 124; drei neue Beweise von 
A. Mannheim, der p. 142 die Feuerbachache Relation 010 jj^ beweist. 

Eine aufierst Tollstandige Zusammenstelluiig der Relationen zwischen 
den 4 r und JB, auch den Hohen, Seitenerganzungen p (d. i. s), (p — a) 
bezw. pj (oder s^ etc. bei Mackny in den Edinb. Math. Soc. proceedings 
1 (1883) und (Nachtrag) 12 (1894) p. 86. 

Umkreis, 

Zentrum 0; AH^20A^\ elementargeometrisch bei Feuerbach, 
Abschnitt 6 und Steiner (1833), aber vorher Camot, g^om^trie de 
position und F. J. ServoiSj solutions peu connues (1804). Jamet, 
Nouvelles annales (2) 11 (1872) p. 35: Die 3 Lote vom Zentrum eT'auf 
die Seiten iJ + ^- Als Feuerbach^a^er Kreis der Konfiguration der 4 J 
ist er von Feuerbachj Nagd, Bobillier, Mention etc. erkannt worden; 
damit ist denn aucb zugleich der sogenannte Beltramisohe Satz be- 
wiesen: Der Umkreis halbiert alle 6 Zentralen der Inkreise (und daher 
ist sein Zentrum der Schwerpunkt der 4 J). Feuerbach hat den 
Satz nicht direkt ausgesprochen, wohl aber Nagel (1836); sehr ele- 
mentar ist der Beweis bei Adams (1846) Lehrsatz 10, der umgekehrt 
dadurch beweist, daB der Feuerbach die Seiten halbiert; und M. G. A. Os- 
bomey The mathematician monthly (Runcle) Cambridge (Amerika) 1 
(1859) p. 159. Der Satz findet sich bei Beltrami (als Spezialfall eines 
allgemeineren) in den Memorie di Bologna (2) 2 (1862) p. 361 (letta 
nella sessione 12. Marz 1863). Beltr, spricht die Halbierung nicht 
direkt aus. Der Satz ist als BeUramt'^cheT von Grrunert, Grun. 42 
(1864) p. 354 mitgeteilt und durch Rechnung von Ed. Noggerath 43 
p. 89, JR. Lobatto p. 234 bewiesen, von C Schmidt p. 238 geometrisch 
imd sehr ahnlich von Reuschle p. 364, der p. 483 den Satz ftir Nagel 
reklamiert und den eigentlichen Satz angibt. G. Struve, Grun, AA^ 
p. 119 wie Schmidt'^ ibid. p. 120 Schmidt den verlangerten -irfamsschen 
Beweis, p. 385 W. Stammer (nur den statischen Teil). 

Noch vor Adams, vielleicht vor Nagd ist BobiUier zu erwahnen, 
den J, Mention, Nouv. annal. 9 (1850) p. 120 zitiert, Dupont, Nouv. 
annal. 18 (1859) p. 223, auch vor Bdtrami. 

Satz von Beltrami (1. c): Zieht man durch 3 Ecken eines Drei- 
ecks beliebige parallele Geraden und durch dieselben Ecken ftir die 
entsprechenden Winkelhalbierenden die gleichgeneigte andere, so 
schneiden sie sich auf Kreis 0. Elcmentarcr Beweis von Bdtrami 
selbst: Grun AS p. 482, rechnerisch: Grumrt, ibid. p. 105; ibid. p. 290 
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C, Schmidt mit Dreieckskoordinaten (allgemeiner Satz) und p. 291 pro- 
jektiy (wo der Satz selbstyerstandlich); ibid. p. 349, ganz elementarer 
Beweis durch F, KSnig. 

Evans, Educational times (61) 4101 p. 47; Sind 0*0' O*' zu koojogiert in 
bezag aaf A Zentrum nnd a Achse etc., bo ist 

Oa : Oa* : 0(7" «= cobU : C0B«5 : C08«C. 

H. Brocard^ Nout. correspond. 8 p. 96, p. 173, z. B.: Ist D beliebig anf 
and schneidet DA Seite a in A' etc., so ist von A'B'C der Pnnkt H 
von ABC, 

E. Cesdro, Nonv. correspond. 6 (1880) p. 860. Wenn man Ton Punkt M 
auf Lote Mx nnd My auf 2 Seiten f&llt, so ist xy gleich der Projektion der 
dritten Seite auf xy. 

J. Neuberg, direkte Ableitung der Gleichung des Umkreises in Dreieckskoor- 

dinaten aus der allgemeinen (iS^rm-/S>^etn«r8chen) Relation — ^ -{-...= -^ , 

wo D etc. Fufipunkte der Lote auf a etc, und d etc. die Lote selbst und der Pol 
ganz beliebig. 

E. Tucker, London mathem. Bocietj proceedings 22 (1891) p. 470. A prop- 
erty of the circumcircle. 

X. Kiepert, Zeitschrift for YermesBungen 16 (1887) p. 6; Ist P die Potenz des 
Punktes P in bezug auf den Umkreis , so ist K =» PA • PB • PC : P* Minimum, 
wenn P das Inzentrum J ist. 

Distanzen (s. auch Trigonometrie und Feuerbach). 

Die Distanzbestimmung der merkwiirdigeii Punkte ist yon Euler, 
Fufiy Camoty L'Huilier meist rechnerisch gegeben. Feuerbcich erzielt 
L c. wesentliche Yereinfaohung durch EinfQhrung yon q, dem Radius 
des dem Hohendreieck eingeschriebenen Ereises. 

Sehr einfach geometrisch sind die Ableitungen bei Adams (1. c.) 

(1846). 

C G. Reuschle, Ober die Punkte, Transversalen und Ereise der Dreiecke. 
Stuttgart (1858). 

/. Mention, Nouv. annal. 5 p. 403 z, B.: HJ etc. — (i"= 4ii" + 2r« — 2P, 
wo 2P=.a" + 6" + c«. 

JEhdersche Relation (ScblieBungsproblem)^ elementargeometrisch. 
Fufi, Noyi commentarii. Petrop. (10). linger, Crelle 4 p. 395; Grunert, 
Supplement zum Rlugd\ Jacobi (van Swinden) (1834); Ph. Griison, 
Crelle 10 p. 275; Nauck, Programm Schleusingen (1840), sehr einfach; 
F. Strehlkey Grun. 53 (1871) p. 127; HeUwig, Schule der Geometrie 
t. 2 (1866) p. 69; Gran. 19 p. 37 und sehr yiele andere, zuletzt noch 
Duporcqy Bourget (1896) p. 12 mittels der Potenz 2Rr yon J in bezug 
auf Kreis 0, aber nach Mackay kommt die Relation und speziell die 
Bestimmung der Potenz yon J. William Chappie zu. Mackay hat: 
Edinb. proceedings 1 (1883), gedruckt 1894, p. 109 die Geschichte des 
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Problems geschrieben und zitiert dort W. Ch., Miscellanea curiosa mathe- 
matica (1) 123 (1746). 

SO sehr elegant yon Matthew Collins, geometry miscellaneous 
(1870); yon E, Barisien, Bourget (1896) durch zweimalige Anwendung 

des Potenzsatzes als J2* — P. Distanzbestimmang auch bei G. DostoTy 

Nouy. annal. (2) 3 p. 368; Grun. 36 No. 18. 

James Booth, Bourget (1879) p. 298 £01*. 

Haerins, Nouv. correspond. JJ^^ = 4cB(X\ — *")» ^®i ■^* Catalan, Th^or^mes et 
probl^mes JJ^\' JJ^ • JJ^ = 16 i2*r. 

E. Lemoine, Nouy. annal. (2) 9 p. 371. 

Entfemung von H. Satz yon G. Salmon, Quarterly jonm. 4 p. 162 (siehe 
Feuerhach). 

NageUcher Punkt T hat yon die Entfernung JR — 2r, im Drei- 
eck 13, 14, 15 ist Te7"= 1, Hamischmacher, Grun. 42 p. 90. 

Ckiyley, Quarterly joum. 6 p. 381 (mit Determinanten). 

Hente sind die Distanzbestimmungen sebr gebrauchliclie Schul- 
aufgaben geworden. 

Eine allgemeine Formel gibt Clan, Thiryy Bulletin Academie de Bel- 
gique (3) 21 (1891) p. 471 gestiitzt auf den Stcwart^aherL Satz: Ist P 
ein Punkt, sind AP etc. Ecktransyersalen und K^A etc. solche, welche 

die Gegenseiten im Verhaltnis der »**" Potenzen der anliegenden schneiden, 

P-4.' 
so ist PK^ = 27a" -=r^ — E^, wo E^ eine Eonstante unabhangig yon P. 

Dr decks - SchwerpunM. 

BeL den Englandem jetzt Centroid*), der fundamentale Satz sowie 
der Name (xivtQov fiagav) bei Ardiimedes. 

Weil sein Abstand yon einer beliebigen Geraden (mit RUcksicht 
auf die Zeichen) der Durchschnitt der Abstandssumme der Ecken ist, 
hat ihn Camoty Geom^trie de position p. 269 Zentrum der mittleren 
Entfemungen genannt. Als Ahnlichkeitspunkt der Dreiecke ABC und 
AlBG ist er lange yor Sieiner (1833) schon yon F. J. Servois (Solu- 
tions de probl^mes etc. Nouyelles annales 12) aufgefafit, der p. 17 her- 
yorhebt, dafi S die Grenze ist, der sich die Schar der eingeschriebenen 
Mittendreiecke nahert (ygl. Schwerpunkt). Dafi die Summe der Qua- 
drate seiner Abstande yon den Ecken ein Minimum, ist eine Folge des 
allgemeinen Satzes fiber den Schwerpunkt (s. d.), wonach 

2:PA^^ = USAj^^ + n ' PS*. 

Der Satz selbst ist bei Fagnano (1. c.) mit Differentialrechnung bewiesen. 

*) Nach MacBay stammt das Wort von T. S. Davies in the Mathematician 
I p. 68. 
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Die Pankte^ welche sich in bezug auf 8 inyers ahnlich entsprechen^ 
nennt E. Vigarie, Mathesis 7 (1887) p. 6, 61, etc. komplementar bezw. anti- 
komplementar. Die Satze sind im wesentlichen schon bei Nagel, Unter- 
Buchungen (1836)^ und bei Reuschle, ScfdSmilch 11 (1866). ReusdUe 
nexmt sie iVo^ebche Punktepaare^ sie liegen mit S in einer Geraden, 
nnd die Abstande yerhalten sich wie 1:2. Zu ihnen gehoren a. a. 
und iJ; N und 0; NagelsclieT Punkt T und J. 

Aug der Foimel folgt ohne weiteres, dafi Punkte gleicher Ent- 
fernung von S gleiche Bumme P-4./ besitzen (ftirs Dreieck C. F. A, 
Jacdbi, De trianguli proprietat. (1825) p. 7). 

Der Satz yon FappuSy daB auch die Dreiecke, welche man erhalt^ 
indem man die Seiten in gleichmaBigem Umgang im Yerhaltnis der 
Seiten teilt^ S zum Schwerpunkt haben (und damit die ganze Eette)^ 
ist geometrisch yon Fuhrmann bewiesen (synthetische Beweise plani- 
metrischer Satze (1890)) (b. Schwerpunkt). 

Der Satz yon Madaurin f&r die Transyersalen durch Sj welche die 
Seiten ia D, E und F schneiden, (algebraische Summe) ^^^^=0^ 

ist yon E. v. Hunyadi, ScMSmikh 7 (1862) p. 268 bewiesen. 

DaB der groBeren Seite die kleinere Mediane zukommt, ist geo- 
metrisch z. B. bei Catalan et La Fr^moire, theor^mes et problemes, 
bewiesen. 

Ffir die Winkel a. fi, y der Medi^men (Schwerlinien) mit den Seiten 
fand Fasbender, Gmn. 49 (1869): 

Zcota =« 0; cos (a + /J + y) = cosa cos/J cosy, 

Beweis yon Hackel, ibid. p. 346; ders. Grun. 52 (1870) p. 62; Winkel, 
welche die Medianen unter sich bilden (s. Bretschneide/s Yerallgemeine- 
rung, Chrun. 50 p. 103); Ereis iiber A A' und BS^ hat \ zur Radikal- 
achse. Rindi, Educational times 60 (1894) Nr. 12036. 

Die zahlreichen Relationen zwischen den Seiten und Medianen 
finden sich in den LehrbQchem und Aufgabensammlungen besonders der 
Trigonometrie zerstreut; sie sind zusammengestellt: BaUaglini 1 (1863) 
p. 126 und bei Mackay 1. c. 

Mit 8 im Zusammenhange steht der Schnittpunkt K der Symme- 
dianen, der sogenannte Punkt yon Lemoine oder Crrd>e, der mit ebenso 
grofiem Becht Punkt yon Adams heiBen konnte, da sich^ bei Adams, Die 
merkwtlrdigen Eigenschaften etc. (1846), alle seine Eigenschaften ent- 
wickelt finden bis auf den yon Grd>e, Grun. 9 (1847) gegebenen Satz, daB 
f&r K die Summe der Quadrate der Abstande yon den Seiten ein Minimum 
is^ den Jacobi, Die Entfemungsorter des geradlinigen Dreiecks (1851), 
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ebenfallfl beweist^ sowie BeuschUf Programm Tubingen (1853) § 8. 
Sehr wichtig fQr K und die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks tiber- 
haupt sind die Arbeiten yon Frana Weizig, Crelle 62 (1863) p. 346 
und erweitert: Schlamilch 12 (1869) p. 281. Vgl. auch K. K Lieber, 
timber die Gegenmittellinien and den 6rr6&eschen Punkt, Stettin 1886^ 
und Mackatfy Edinb. M. S, proceed. 11 (1892 — 93); siehe auch J. Neuberg, 
Mathesis 1 (1881) p. 153, 173, 185; Maurice d'Ocagne, Nouv. annaL (3) 
4 (1885) p. 360. 

Ich f&ge hinzu, daB, wenn man den BrocardsGhen Ponkt CreUe 
absprechen will, die Piioritat dem Danziger Gymnasiallehrer H. Hoff- 
mann zukommt, der Grun. 9 (1847) p. 280 „In ein gegebenes Dreieck 
ein ahnliches zu zeichnen, dessen Seiten mit den homologen des ersten 
einen gegebenen Winkel g> bilden (Fall 2)% beide BrocardBchen Punkte 
und die wesenUichen Eigenschaften samt cotx =^ ^GotA und 

2Bin'a: = sin (J. — x) sin {B — x) sin (C — x) 

fand, und daB auch schon Beuscfde (I. c.) (1853) § 4 lange yor Marq- 
froy, Nouy. annal. (2) 10 (1871) p. 142 dieselbe Gleichung hat und zeigt, dafi 
sie mit der ersten gleichwertig ist. tFbrigens hat C. F. A, Jacohi in der 
mehrfach erwahnten Dissertation: De trianguli rectiliiiei proprietatibus, 
Leipzig (1825) den Brocardschen Punkt schon yor Hoffmann be- 
handelt. 

trber den Schwerpunkt des Umfangs, den Mittelpunkt des dem 
Seitenmittendreiecke eingeschriebenen Ereises ygl. Natvrathy tJher das 
Mittendreieck, Programm (1890) Nr. 190. 

Ich erwahne, obwohl methodisch nicht elementar, die Abhandlung 
von Theodor Meyer (Saarbrttcken), Grun, (1890) p. 507, wo sich u. a. 
der Satz findet: Die Eulersche Gerade jedes Dreiecks, welche einen 
Winkel von 60® (120®) enthalt, ist normal (parallel) zu der Halbierungs- 
linie dieses Winkels. 

18. Stewart nnd SimBon. Unter den „general theorems'' (vgl. 
reguUure Polygone) findet sich der Satz: „Wenn ABC in gerader Linie 
und ein beliebiger Punkt ist^ so ist 

OA* ' BC + OB^' CA+0(?'AB^BG'CA'AB^ 0*' 

{Thiry) ohne B^weis (1746); er wurde 1751 von Thom. Simpson be- 
wiesen, 1780 von Eider, Acta Petrop. 1 p. 92—93, 1803 von Camot] 
Chasles, Aperyu historique zeigt seine Wichtigkeit und Clement Thiry 
schrieb 1891 eine eigene BroschtLre: Application du theor^me de 
Steward, 
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A, Maekay, Mathesis 13 (1898) p. 68 gab die Literatar and vindizierte den 
Satz Bobert Simson „loci plani 1749", der ihn Tor 1741 seinem Schiller Stewart 
mitteilte. Ygl. anch A. Maekay, „0n Mathematics", Stewarfs theorem, Edinb. 
mathem. society proceedings 10 (1892) p. 90. 

Adams 1. c. sub Nr. 17. 

B. Blindow, GruneH 32 p. 124; Bretschneider, Grunert 42 (1869) p. 12. 

CI. Thiry, (1887) Sor le th^or^me de Stewart 16 p. (Brox.); id. Mathesis 
(1888) p. 93 sehr allgemeiner Satz, Ton dem Sitnart, Mathesis 18 (1898) p. 17 den 

Spezialfall AA'^BC-] f- ^^ BC'CA'^0(wo A A* etc. Tangenten an dem- 

selben Kreis) gibt; CI. Thiry, Mathesis (1889) p. 96, ders. Acad^mie de Bel- 
gique (8) 21 (1891). 

B. Niewenglawskt, Nonyelles annales (8) 6 (1887) wendet Stewart auf die 
ApoUantBche Anfgabe: Kreis dorch 2 Punkte etc. an; sehr einfache Konstmktion 
mittels einer Relation zwischen den Potenzen dreier Punkte einer Geraden {Si- 
mart I)] dieselbe Aufgabe in derselben Weise Guimardes, Edinb. mathem. society 
proceed. 16 (1897) p. 47, der im „Progreso" (Zaragossa) (1892) p. 69, 94, 124 den 
StewartBchen Satz bearbeitet hatte. 

W. S. Spacetnaki Bote 188 (1891) mssisch {Ptolemdoa). 

Stewart&cher Satz auf der Eugel aus einem allgemeineren von M6biu8, 
Crelle 24 (1848), Gesammelte Werke 1 p. 577 Note. 

Den Stewarischen Satz babe ich in einem Lehrbuch ftir die Schnle 
znerst bei Ccdalan and La Frenwire getroffen. 

Stewartacher Satz mittels Inversion zum Beweis des PtoUmdos benutzt (siehe 
Ptolemdos nnd Inversion). 

Mittels des Ptolemdos wird eine Ausdehnung des Stewartschen. Satzes auf 
das Sehnensechseck Nonv. ann. 17 (1858) p. 268 unter anderen yon A. Borgis be- 
wiesen. 

Simsonsclie oder WaUaceBche Gerade (» s). 

J. Maekay hat: Proceedings of the Edinburgh mathematical 
society 9 (1890 — 91) p. 83 angegeben^ dafi der Satz: Die FnBpunkte 
der 3 Lote von einem beliebigen Punkt P des Umkreises auf die drei 
Seiten des Dreiecks liegen in einer Geraden ^ nicht bei Robert Simson 
(wie ServoiSf Gergonne 4 p. 250 sagt), sondem bei WaUace^ Leyboume's 
mathem. repository (old series) 2 1798 p. Ill yorkomme. 

Es sind hauptsachlich 4 Satze^ welche oft wiederkehren: 

1. Wenn P der ,;Pol'' auf dem Umkreis und H Orthozentrum^ so 
wird HP von der s zu P halbiert. 

2. Auch die schragen Projektionen des Punktes P auf die Seiten 
liegen in einer Geraden „s'". 

3. Wenn P ein Punkt eines mit dem Umkreis konzentrischen 
Sjreises ist, so ist das Dreieck aus den drei Projektionen konstanten 
Inhalts. 

4. Die beiden 8 zweier diametralen Pole stehen aufeinander senk- 
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recht iind schneiden sich auf dem Feuerbachschen Ereis; allgemein ist 
der Winkel der s dem Peripheriewinkel der Pole gleich. 

Satz 1: J, Steiner, Gerg. 18 Qnadrilat^e complet Crelle; 53 (1856) p. 231 
im ZuBammenbang mit der dreispitzigen Hjpozykloide ; vergl. aber Schldfl%'% Anteil 
im Brief wechsel zwischen /. Steiner und L. Schlafli, hrsg. v. Graf, p. 208. 

W. F. Walker, Quarterly journal 8 (1867) p. 47 elementargeometrisch; W. H, 
Besant, Quart, joum. 11 (1878) p. 41. 

Retsin, NouTelles annales (2) 8 (1869) p. 530 anfs Viereck ubertragen. 

E. Vigarie, Bonrget 12 (1888) p. 253; Ort des HalbierungspunkteB ist der 
FeuerhcieJiacYie Ereis (Steiner). 

Satz 2: Pancelet, Nr. 468 des Traits (1822) (Brennpnnktseigenscbafben der 
Parabel). 

Jak. Steiner, Gerg. 19 (1828) p. 37; Tb^or^mes relatifs aux sections coniques; 
Gesammelte Werke 1 p. 197. 

M. Chasles, G^om^trie sup^rieure (1852) p. 281. Der Satz: Die 4 Umkreise 
der 4 Dreiecke eines Toll8t§.ndigen Yierseits scbneiden sicb in einem Punkt, Urn- 
kebrung von Satz 2. 

Boymann, Grunert 13 (48) p. 364, ganz direkter Beweis, Umkebrung etc. 

P. A. MacMahon, Messenger 12 (1883) p. 138; Gerade, die mit den Loten 
gleicbe Winkel d nacb derselben Seite bin bilden; wenn d beweglich und P fest, 
so umbullen die s* eine Parabel, wie scbon Steiner, Gerg. 19 (1828) p. 87; wenn 
d fest und P auf dem Umkreis beweglicb, so eine dreispitzige Hypozjkloide 
(jS^'n^rscbe Eurve). 

JJ. Schotten, Scfilomilch 34 (1889) p. 311. 

N. Quint, Kieuw arcbief (2) 3 (1897) p. 163 Tbe general WaUace line. 

Satz 8: Gergonne als Frage: Gergonne 14 (1823—24) p. 28 Querret, ibid, 
p. 280; Inhaltsformel: 

T 
K — -r-^^ (22* — r*); T = A. Aquiyalenz wenn 
4xt 

r' -f~ ''i' "™ ^-B' (analjtiscb); Inbalt negativ, wenn: 
fi > E. Stunn ibid. p. 286 id. 

Th. Clausen, Crelle 8 p. 196; 4f = (1 =F K*)J, wo 
K '^ R : r und J Inbalt des Urdreiecks. 

/. Alison (s. u.) gibt an: Analytiscbe LOsung in tbe Matbematician Vol. 1 
(1848) und geometriscbe Beweise Ton Davis, ibid. 2 (1847) p. 87, wo die Lote 
duTch unter dem Winkel 9 gegen die Seiten geneigte Geraden ersetzt sind 
und dann: 

•' s f : sin'qp. E, Cesaro, Nouv. correspondance 6 (1880) p. 161. 

Satz 3 ist yon VHuUier (s. Polygon) anf regulare Polygone und 
yon J. Steiner auf beliebige Polygone erweitert: Crdle 1 (1826) p. 38 
und bewiesen: CreUe 2 p. 265. Fallt man aus einem in der Ebene 
eines gegebenen Yielecks beliebig angenommenen Punkie P Lote auf 
die Seite desselben, so ist^ wenn der Flacheninhalt des Yielecks, dessen 
Scheitel in den FuBpunkten der Lote liegen, konstant bleiben soil, der 
Ort des Puuktes P die Peripherie eines bestimmten Ereises, der 
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Mittelpunkt dieses Ereises ist ein bestimmter fester Punkt^ d. h. er 

bleibt derselbe^ wenn anch der Inbalt des eingeschriebenen Vielecks 

kleiner oder grofier angenommen wird^ namlich er ist der Mittelpunkt 

(Schwerpunkt) von Eraften^ die in paralleler Ricbtnng auf die Ecken 

des gegebenen Vielecks wirken and sich verhalten wie die Snmme der 

respektive doppelten Winkel des Vielecks. 

Besonden Beweis 2 ganz elementar mit Hilfe des Satses von Meier Hirsch, 
Aufgaben 2 (1807) p. 838 (s. SchwerponktV Der Steinenche Satz und die Er* 
weiterung auf schr&ge Projektion ist schon bci Sturm (1. c.) am Schlufi an- 
gedentet. 

Satz 8: Mit Erweitenmg von Steiner nnd erweitert auf beliebigen Punkt im 
Rauin, wo dann der Ort des Fufipunktpolygons konstanten Inhalts ein Rotations- 
zylinder ist, bei CombHU, Beyue des soci^t^s savantes 6 (1870) p. 208—283 (Mit- 
teilnng von Maekay). 

Satz 4 : Jakob Steiner, CreUe 58 p. 237 (s. Sammlung Schubert Nr 8 Abschnitt 18). 
W. H. Besant, Quarterly journal 10 (1870) p. 110; IWJker, Educat. times 9 Nr. 2489; 
E, Lemoine (Mathesis und Bourget); Candido, Nout. annales (1899) p. 173. 

F. J. Servois, Gerg, 4 p. 260 benutzt die s, um eine Gerade Qber ein Hinder- 
nis zu verl&ngem, er beweist analytisch den identischen Satz: Wenn man 0ber 
8 Sebnen eines Kreises von demselben Punkte Kreise beschreibt, so liegen die 
freien Schnittpunkte in einer Qeraden. 

/. B. Durrande, Gerg. 7 p. 268 beweist 8 durch Menelaos (statt durch Kreis- 
viereck) und zeigt, dafi sie beim Tetraeder keine Analogic bat (s. ibid. 4 p. 320.) 

Heinen, OreUe 3 p. 287; Eonstruktion des Pols zu gegebener Richtung der «, 
dito F. Betdli im Progreso matematico 2 {A. Beyes y Prosper 1892). 

Die Satze Qber die 8 am ToUstandigen Vierseit^ z. B. die s des 
Vierseits steht anf seiner Gau/Sschen Geraden senkrecht {Steiner^ Be- 
weis z. B. Alison (s. u.)); siehe bei Viereck desgleichen die Satze fiber 
die s des Ereisyierecks. 

N.M.Ferrers, Quarterly joum. 2 (1868) p. 120, Dreieckskonstruktion ; Quart, 
jonm. 6 noch erweitert von W. Walton, Das sph&rische Problem daselbst p. 328. 

E, Catalan, Th^or^mes et probl^mes. Die 8 ist parallel den drei Sehnen, 
welcbe die Ecken mit den Punkten verbinden, in denen die zugehdrigen Lote den 
Umkreis treffen. 

N. M, Ferrers^ Quart, joum. 8 (1867) p. 209 ; Zusammenhang mit der 8teiner%Ci\iea 
Kurye, ygl. dazu Sammlung Schubert Nr. 8. 

E. Lemoine, Nouv. annal. (2) 8 (1869) p. 317; die 4 s eines Ereisyierecks 
scbneiden sich in einem Punkt (s. Ereisyiereck). 

6r. de Longchamps, Nouy. correspond. (1877); Die 4 Projektionen eines 
Punktes des Umkreises auf die 4 Simsonlinien eines Kreisyierecks liegen in 
einer Geraden, der 8 des Viereeks^ ein 6. Punkt des Umkreises gibt durch seine 
Projektion auf die 6 « der Yierecke die s des FUnfecks usf., reproduziert yon 
Langley als Aufgabe der Educat. times und gel5st 61 Nr. 9917; 62 Nr. 12 212. 

JuUiard, Bourget (1878) p. 69 (i, =- J, + ^); ibid. (1886) p. 8 u. 27 Maurice 
d'Oec^gne, 

N. Goffard, Nouy. annal. (2) 20 (1881) p. 623; Die Projektion yon BC auf 
Simon, ]n«m«Aterg«om6trie. 10 
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die 8 ist gleich der zugehOrigen FofipunkteuBtiecke auf 8. Beweis von E. Cesdro 
Mathesis 6 (1885) p. 128; femer Vemiory, Mathesis 6 p. 32. 

J, Alison, Proceedings of the Edinb. mathem. society (1886) p. 77; sehr reich 
haltige Zasammenstellung von Eigenschaften der 8. 

A. Strnad, Casopis 15 (1886) p. 114; 13 Satze, darunter: Der Winkel der s 
ist gleich dem Peripherie winkel der Pole (Satz 4). 

E, van Aubel, Mathesis 5 (85) p. 58 (Aufg. 99); hnbsche SSltze fiber die s. 
Die 8 des Dreiecks ABC in bezng anf die Pole A'* etc., in denen die Hdhen den 
Umkreis schneiden, bilden ein Dreieck A!"B"C'\ welches denselben Schwerpunkt 
wie Al'BC (H5hendreieck) hat etc. Die Geraden A' A"' etc. sind konpnnktisch ; 
Ygl. dazn van Aubel^ Mathesis 1 p. 163. 

Sollertinski, Mathesis XU p. 118. 

N, Quint, Nienw archief. (2) 3 (1897) p. 163; The general Wallace line of 
an inscribed polygon. Der Satz von Longchamp8 bleibt bestehen, auch wenn die 
Lote Yom Pol um denselben Winkel nach derselben Seite gedreht werden; id. 
bid. 3 p. 180; On an extension of the Wallace problem. Dazn: 

J. E. A. SteggaU^ Edinb. M. S. Proceedings p. 122 (1896 ; die Lofigclamps- 
schen s eines regalSren Polygons umhiillen, wenn der Pol den Kieis durch- 
lauft, eine n-spitzige Hypozykloide, and wenn der Pol fest und das Polygon sich 
anf den Ereis w^lzt, gehen sie durch einen festen Punkt. 

Biprez, Educat. times 69 (1898) p. 27; vgl. 66 p. 31, 66 p. 48, 49 Nr, 13663 
und 13684; Watson, ABC; A\ B\ C 3 andere Punkte auf 0; ist 

arc^^'+ arc JBB'+ arc CC« 2n3r, 

80 schneiden sich die 3 8 in einem Ponkt; ist die Snmme «» (2n -{- l)9r, so ist 
der Fetterhach des Ton den 8 gebildeten Dreiecks identisch mit dem von ABC. 

A. Droz-Famy, ibid. 71 (1899) p. 106 Nr. 14075; 5 Beruhrungspunkt yon J^und 
Feuerba^ih, die s von 8 mit Riicksicht auf das Koutaktdreieck ist parallel der 
^ulerschen Geraden dieses Dreiecks. {OJ geht durch dan Orthozentrum desselben.) 
Hillyer (1900) p. 91 Nr. 14190; P auf 0, a Orthozentrum von PBC, alsdann ist s 
von P auch s von a in Hinsicht auf PBC etc. 67 (1897) 13311 Schwatt. 

MacJcay setzt die Entdeckung der s (I. c.) auf 1799 oder 1800 
au8 dem Parabeltangentendreieck wie Poncelet'^ nach einer historisclien 
Note von Muir, Edinb. M. S. proceedings 1 Abt. 3 p. 104 hat Mackay 
den Satz bisher nicht bei Simson gefunden. Immerhin bleibt es auf- 
fallig^ dafi Servois 1814 einen Satz aus 1800 Simson zugeschrieben hat 

Literarische Notizen finden sich auch: 

Chasles, Aper^u historique (2. Aufl. Nr. 395). 

Ich fQge hinzu: 

G. Bum, Sopra una estensione del teorema di WaUace. Mat. pure et applic. 
1 (1902) p. 264 und O, Biasi, Di due nuove forme del teorema di Wallace nelle 
sue estensioni. Period. 17 (1902). 

L, Biperty Sur une extension ^l^m. du th^or^me de Wallace. Mat. pure et 
applic. 2 (1902) p. 30. 

19. Malfatti. (Das McdfoMisGlie Problem «» M.) Gergonne und 
Lavemede behandeln selbstandig die Aufgabe: In ein Dreieck drei Ereise 
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einzuschreibeti, deren jeder die beiden anderen und je zwei Dreiecks- 
seiten berUhrt, sie gelangen durch miihsame Rechnung: Gerg. 1 p. 345 
zu Ausdriicken far den Radius, die nur der Moglichkeit nach kon- 
struierbar; sie erhaltea von Bidone die Mitteilung, daB bereits G,F,S. 
Malfatti, Memorie di matematica e di fisica della societa italiana delle 
scienze, Modena t. 10 (1) (1803) p. 235; Memoria su un problema 
stereotomicO; das Problem gelost habe. Malfatti gibt dort die Glei- 
chiing^ ohne Zwischenrechnnng ihre Auflosung und griindet auf den 
Ausdruck fiir die Tangenten von den Ecken die Eonstruktion, welche 
zum Zeichnen bedeutend einfacher als die Steiner^i^B ist, und die Ton 
Mertens noch wesentlich vereinfacht wurde. Gerg. 2 p. 60 zeigen Ger- 
gonne und Laverncde, daB die Formeln von Malfatti ihren Gleichungen 
gentigen; die Ableitung gelingt ihnen nicht. Tedenat, ibid. p. 165 gibt 

die Formel r == « , wo a Stiick der Winkelhalbierenden zwischen In- 

kreis und dem Schnitt durch den Kreis um A mit der Tangente an 
den Inkreis (p ~ a) und r der Radius des zu A gehorigen M.- 
Kreises ist. 

Gerg. 10 p. 289 gibt ,yLechnmtz^\ das ist der bekannte Berliner 
Mathematiker Lehmus, trigonometrisch mit etwas umstandlicher R^^cli- 
nung die einfache Eonstruktion auf Grund der Formeln von Tedenat. 

E. Catalan kiirzt Nouvelles annales 5 (1846) p. 60 die Rechnung 
erheblich. Die Losung von Lehmus ist auch im Anhang zum 2. Band 
seines Lehrbuches der Geometrie, Berlin (1<S20), auch im wesentlichen 
in Crelle^a Sammlung mathematischer Aufsatze und Bemerkungen (1821), 
wo Gergonne und Tedenat reproduziert sind; auch Grunert {Kliigel, 
Supplement, 2. Abt., Artikel: Anwendung der ^Analysis'*) gibt, etwas 
eleganter, diese Losung, welche unbewuBt von H. Sdieffler, Grun, 16 
(1851) p. 423, reproduziert wird. 

Jdkoh Steiner gibt dann Crelle 1 (1826) p. 178 ohne Beweis, der 
nur durch den Zusammenhang mit den Ereispotenzsatzen angedeutet 
wird, seine Eonstruktion, welche zwar miihsamer als die von Malfatti 
ist, doch sehr merkwurdige Satze uber die Ereise enthalt. Er 15st die 
Aufgabe auch fur die Eugelflache und verallgemeinert sie auf 3 Ereise 
statt der 3 geraden Seiten und auf beliebige F^, darin 3 Eurven C^] es 
soUen 3 andere C^' gefunden werden, welche einander beriihren und 
deren jede je zwei der gegebenen Cg beriihrt p. 183, und stellt die Auf- 
gabe fiir das Tetraeder p. 184 richtig. 

A. JB. Zomow (Eonigsberg) gibt Crelle 10 (1833) p. 300 einfach^ 

aber ohne Zusammenhang mit den Ereisbuschelsatzen, den Beweis von 

Steiner'a Losung durch Rechnung. 

10 • 
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J. Plucks, CreUe 11 p. 117; Geometrische Aphorismen. Mittels 
des Satzes: Die 4 Tangenten von 2 Punkten der Chordale bestimmen 
ein Tangentenyiereck; die Steinersche Eonstruktion mit zwei Ya- 
rianten bewiesen; die Verallgemeinerang ist falsch^ wie Mertens (s. a.) 
gezeigt hat. 

a Adanis, Das M. neu gelort, Winterthur 1846. 1. MalfatH's 
LoBung. 2. Gergonne und Lavemede, 3. Umformuiig yon Gerganne, 
er gelangt zu sehr ahnlichen AusdrQcken wie Malfatti. 4. Die Steiner- 
Bche Eonstruktion; er akzeptiert die Vermutung Anger's (Danzig 1841) 
aber den Ursprung derselben ans der projektiyen Beziehnng yom gleich- 
seitigen Dreieck aus^ die yermutlich falsch ist. 5. Beweis der Steiner- 
schen Eonstruktion; Abschn. 3 p. 20 neue Yariante derselben^ welche 
die Formeln MalfaMt% gibt; wiederholt 1848 Programm der Gewerbe- 
schule zu Winterthur, Bericht: Nouy. annal. 8 p. 62. 

Quddde, Programm Herford (1849); Beweis der SteinerBchen Eonstruktioii. 

A, Cayley, Analytical researches etc. (1862), Philosophical transactions 1852 
p. 258; zu drei aof einer F* gegebenen ebenen Kurven drei andere etc. alge- 
braisch geltJst. 

K, H. ScheUbach, CreUe 45 p. 91 und p. 187 geradlinig und sph&risch ; 
8ch5ne algebraische Behandlung und hubsche Konstruktion aber ohne Analyse 
(Elliptische Funktionen), auch ansfilhrlich: Mathematische Aufgaben p. 100: auch 
in Karl Schwering's 100 Aufgaben (1891), wo anf Gudermann, CreUe 18 § 1 and 2 
yerwiesen ist. 

JS. Hart, Quarterly joum. 1 (1857) p. 219; sehr einfocher Beweis der 
Steinerschen LOsung durch die Ereisbuschels9.tze ; ebendort p. 222 reproduziert 
Cayley die L5sung Schellbach'B. Mit JSarfs Beweis steht die MalfatttBche Aufgabe 
in Catalan's Th^or^mes et probl^mes. 

A. Clehsch, CreUe 53 p. 292. Die SeheUbach%c)i^ L5sung auf 3 kleine Kreise 
einer Kugel erweitert (elliptische Funktionen). 

H. Fox Talbot^ Edinb. transactions 24 (1864 — 69) p. 121; Recent researches 
on mathematics, auch Geschichte {Lechmutz). Fliicker\ Konstr. rein synthetisch 
bewiesen. 

W. Binder, Das M. (1868) Programm Sch5nthal, Beweis der S^'n^rschen 
Eonstruktion weit besser als Quidde, Grun. 15 (1850) p. 197, besonders auch 
Literatur. 

F. Zcrer, Programm Ellwangen (1870); Trigonometrische AuflOsung und 
mehrere Konstruktionen. 

Am. Wittstein, Programm Erlangen (1871), NSrdlingen (1878); Geschichte 
des Jtfal/atttschen Problems. 

Erg&nzung dazu: F. HaU, Programm 384 Watterscheid (1898). 

Mendthal, Orun. 55 (1873) p. 211 ; Beweis der iS^tnerschen Eonstruktion mit 
PMckerschQu S&tzen aus CreUe 11. 

G. AffoUer, Clebsch Annalen 6 (1873) p. 597, auch fOr sph&risches Dreidck 
und Eugeln im Raum nebst Erweiterung. 

Fr. Mertens, CreUe 76 (1873) p. 92 zeigt, dafi MalfcOtt'n Formeln auch fOr 
das Bph&rische Dreieck gelten; in der grofien Arbeit Wiener Denktchr. 36 (1876) 
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p. 197 beweisi er die Steinemche Eonstniktion, zeigi die Falscbheit der Flikker- 
Bchen LOsong des Terallgemeinerten M. and gibt die ricbtige KonBtmktioii. 
Prag. Ber. 1894, Die Malfatti-Steinersche Aufgabe, ii&bert die analjtische Ldsung 
der syntbetischen. 

P. A, Simons, Bulletin de Tacad^mie de Belgiqne (3) 38 (1874) p. 88; Hie- 
larische Analyse, nicbt frei Ton Irrtfimem; er leitet auB den Formein Gergonne'n 
die Formein Malfattt'n ber; ibid. p. 480 Tereinfacbt Catalan seine L58ung oder 
besBer die von Lehmus nocb mehr als 1846. 

J7. Schrdter, Crelk 77 (1874) p. 280; er zeigt den ZuBammenbang mit den 
KreiflbuBcbelB&tzen Steiner's. Literator. 

G. Biadeyo, Catalogo (32 Arbeiten): Bolletino Boncompagni 20 (1876) p. 888. 

Julius Petersen, Metboden and Tbeorien (1879) p. 102 and CreUe 82 (1880) 
p. 127; die Steinenche LOsang mit den KreisB&tzen. 

W. Godt, Crelle 84 (1878) p. 269; tTber die Steinenche Verallgemeinemng des 
3/. (nicbt eigentlicb elementar). 

M, Baker, Wasbington Ballet. 2 (1880) p. 118; Tbe bistory of M. problem 
(mir nicbt zag&nglicb gewesen). 

Franji Mertens, SchlSmilch 21 (1876) p. 297, eebr einfacbe Ableitang der 
Formein Malfattfs. 

J, Sachs, Ober die Aafgaben des M., ibre Erweiterang and L(}Bang, sebr 
aaBfclbrlicbe bistoriscb-bibliograpbiscbe Tabelle; analytiscb geometriscbe Beband- 
lung, auB welcber sicb 128 Ldsungen ergeben. Sicbtung durcb den Verfasser 
Programm Freiburg in Breisgau (1886). 

Nakonaeny, Programm Stanialawo (polniscb); biHtoriscb (1886). 

C. Neumann, Leipziger Bericbte 41 (1889) p. 22^30; t^ber das If., Neum. 
entfemt Abnlicbkeit aus Schr6ter*% Beweis yon 1874, and nur durcb reziproke Ra- 
dien beweist er, dafi die drei zweiten gemeinsamen inneren Tangenten die Tan- 
genten an die JfaJ/o^iscben Kreise sind. 

E. Lebon, Bendiconti Palermo 8 (1889) p. 120; Solution du probl^me de 
Malfatti. Gescbicbte (Bonderbare Kiitik der Steinemchen LCsong, ,jLechmutg^% 
sebr einfacbe Ableitung der Segmente Ma^attin^ bebandelt aucb den Fall, wo 
jeder Kreis die dritte Seite scbneidet, und die F&lle, in denen zwei Kreise sicb 
von aufien berubren und den dritten einscbliefien und umscbliefien. 

a Davids, Grun. (2) 18 (1896) p. 10. 18 Aufl58ungen; kritisiert und ver- 
bessert zuerst die von Crelle ', erst 6 LGsungen und dann: Grun, (2) 14 p. 276 die 
anderen 7; zuletzt eigener sebr langwieriger Beweis der Steinerschea L6s\mg. 

J. Derausseau, Liege m^moire (2) 18 (1896) Nr. 1 ; Gescbicbte, aber nicbt voll- 
stftudig, und eigene Yervollst&ndigung. Bei ibm nocb angefiibrt, Jakob Ber- 
noulli, Oeuvres completes (1747) f^ den Fall des gleicbseitigen Dreiecks; A. Cayley, 
Cambr. and Dubl. Matb. Joum. 4, p. 270; Desbove'a Application de trigonometric 
(1872), drei LOsungsmetboden ; FdUtereau (1888), neue LOsung, Assoc. Fran9. Av. Sc. 

G, Bellacehi, Periodico di matematica 10 (1896) p. 26 ff., 11 (1896) p. 66 tri- 
gonometriscb. 

A. Pampuch, (1897) Das verallgemeinerte M. nebst 6 etc., Eonstruktion 
durcb Inversion; (1900) Das verallgemeinerte M. (Geometrie der Lage), beides: 
Programm Strafiburg i. Els. (dito 1902). 

E, N, Barisien, Matbesis (1902) p. 92; besonderer Fall, in dem eine Ecke im 
Unendlicben mittels des Satzes: Der Radius des gegebenen Kreises ist gleicb der 
gemeinsamen Tangente der beiden kleinen Kreise; sebr einfacbe LGsung. 
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Derselbe, Generalisation du probl^me de M. Nouv. ann. (4) 2 (1902) p. 411, 
im Anschlnfi an A. Desboves, Questions de Trigonometrie (s. d.). £r fand statt 
der 82 LOsungen nur 20. 

AUe 32 Losungen leitet algebraisch, elementar und ans einem 
einzigen Glcichungssystem ab, und mittels nur einer Zwischenformel: 

A. JPampuch, Gnin. Archiv (3) 8 (1904) p. 36. Die 32 Losungen 
des MalfaUis(^h.&n Problems. 

20. Vermischte Dreieckss&tze. 

Querret^ Gergonne 16 p. 84. 

Wenn AP±AC, BQ± CB und APiBQ^AC: BC, und C 
Schnittpunkt von AQ und BP ist, soist CC A^AB (Hilfslinien zum 




Pv~-.__ 



Fig. 28. 

Pytliagords). Ibid. Gerg. p. 188: Wenn AP beliebig lang und parallel 
CB, desgl. J? e II ^C und PD und QD\\AC und BC, so gebt DE 
durch den Schnitt von PB und A Q. (Fig. 23.) 

C. F. A. Jacohi, EntfemnngsOrter geradliniger Dreiecko (1851) (algebraische 
Summe der Entfemungen von den 3 Seiten konstant), Ort: gerade Linie; W.ScheU, 
Grunert 18 (1862) ]i. 79 (Gerade und Ebenen); elementar analytisch (analjrtisch tri- 
vial); dazu Timmermans Nonvelles annales 18 p. 217, der schon in Gerg. 18 (1828 
p. 177 die Entf. fiir Gerade und Ebene behandelt hat. 

J. A. Grunert, Grun. 17 p. 361 analytisch. H. Emsmann, Grun. 46 (1866) 
p. 121, p. 147; Die Jaco&ischen Entfernungsdrter zn Dreieckskonatruktionen 
benutzt. 

A. Dietrich, Programm Greifenberg i. Pommem (1H69). Jacohi^che Ent- 
femungBorter ; 4 NuUlinien, schdne Konstruktionen und neue Siitze. 

Gleichseitige Dreiecke iiber den Seiten {Fermat^chen Punkt F nennt man den 
Schnitt ihrer Umkreise). 2>. Ch. L. Lehmtis, Crelle 50 (1805) p. 266; Minimum der 
Gesamtentfernungen etc. Grunert, Grun, 48 p. 37; Spitzen von den Ecken gleicb 
weit entfemt nm 



2J3yi + cosa cos^ cosy + sina sin^ 8iny}/3. 

H. Brocard, Nouv. correspondance 3 (1876); auf den Seiten von ABC nach 
innen gleichseitige Dreiecke, so Bind a A, hB, cC gleich lang und schneiden sicb 
im Schnittpunkt der 3 Umkreise der gleichseitigen Dreiecke. 

E. van Aiihel, Nouv. corresp. 6 (1880) p. 363. Die Zentren der gleichseitigen 
Dreiecke nach aufien oder nach innen sind die Ecken eines neuen gleichseitigen 
Dreiecks. Errichtet man auf den Seiten gleichseitige Dreiecke, so ist A Mitte 
von ^1^11 etc., ders. Mathesis 9 (1889) p. 188, aber s. Holmes, Messenger (1878) 
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p. 66; Innen- und Aafienseiten t und t\ bo ist 8(*" + «'•) = a" + ^' + c'; Ver- 
allgemeineiung ibid. p. 67 von Glaisher. 

E, Engelbrecht, Grun. GO (1877) p. 447; beliebige &hnliche Dieiecke CLber den 
Seiten, analoger Satz. 

J. Neuberg, Nouy. correep. 4 (1878) p. 142; hubuche S&tze uber ein beliebigea 

Dieieck und die Zentren der Quadrate fiber den Seiten — -s i -{- ~ cotuj, wo u) 

JBrocard{Hoffmann)Bcher Winkel, aber schon vorhei Terquem, Nouv. annal. 8 
(1849) p. 47 aus Programme de runiyersit^ de Dublin (1848) (s. Grun. 22 p. 480). 
Dahin gehdrt auch der Greheuche Punkt; £. Grebe, Grun. U p. 260; das gerad- 
linige Dreieck in bezug auf die Quadrate der Perpendikel, welche man yon einem 
Punkt seiner Ebene auf seine Seiten fUllen kann. 

C Adams, Nagelsche Punkte, Untersuchung dber die wichtigsten zum Drei- 
eck gehOrigen Kreise. Leipzig (1836). 

C, G. Eeuschle, Programm (1863); Vber die Punkte, TramiyerBalen und Kreise 
des Dreiecks. 

J. B. Feaux, Vollst&ndige Theorie des ebenen Dreiecks. Auf eigent^mliche 
Weise dargestellt. Milnster (1846). 

H. Hoffmann (Gymnasiallehrer zu Danzig): Grtm. 9 (1847) p. 280; In ein 
gegebenes Dreieck ein fthnliches zu zeichnen, dessen Seiten mit den homologen 
des ersten einen Winkel qp bilden; Brocar^scher Punkt, dito Winkel; Relation p. 289. 

cot a; =a cot J. + coiB + cotC 

M, Jenkins, Quarterly joum. 21 (1888) p. 84; Dreieck von konstanter Form 
im Dreieck; im Anschlufi an Taylor: On the relation of the intersection of a 
circle with a triangle, Proceedings of tbe London mathem. society 16 (1884) p. 122. 

R. E. Allardice, dito, Edinb. M. S. proceed. 9 (1890) p. 39. (Minimum des 
H5hen dreiecks). 

E. Cesaro, Nouy. corresp. 2 (1876) p. 429. Schreibt man in ein Dreieck zwei 
andere ein, deren Ecken symmetrisch in bezug auf die Seitenmitten , so sind sie 
flilchengleich, und die Yerbindungslinie ihrer S geht durch S des Grunddreiecks. 

A. Mare, Nouv. annal. 3 (1844) p. 317. Bringt man die HOhen zum Schnitt 
mit dem Umkreis, so iat das Sechseck das Doppelte des Dreiecks. 

H. Emsmann, Grun. 46 (1866) p. 353. Um A mit AB, um B mit AB Kreise 
und Schnittpunkte M und N auf AG und BC verbunden etc., so hat MN eine 
konstante Richtung. 

E. Vigarie, Bourget (1886) p. 64. Die Produkte dor Segmente, welche Ton 
derselben Ecke ausgehen und von zwei isogonalen Geraden hervorgerufen werden, 
verhalteu siuh wie die Quadrate der anliegenden Seiten; ders.: Bourget (1886). 

Maur. d'Ocagne, Mathesis 7 (1887) p. 266; Figur, die entsteht, wenn man 
die 8 Seiten um gleiche Strecken in gleichem Sinne verlangert. 

A. Mannheim, Educational times 62 (1890) p. 48, Nr. 10146. Nimmt man 
auf den Seiten eines Dreiecks drei beliebige Punkte A\ B>^ (7, so schneiden sich 
die 3 Kreise B'CA etc. in einem Punkte 12; zieht man ferner durch einen belie- 
bigen Punkt M die Sehnen AME, BMF, CMG, so sind died Punkte EFGMR 
konzyklisch. 

J. 8. Mackay, Edinb. M. S. proceed. 6 (1888) p. 2. Dreieck und die Quadrate 
auf seinen Seiten als Konfiguration. 

F. Benucci, Periodico 4 (1889) p. 62. Dreieck aus den Mittellinien ; er kon- 



152 n. Spesielles. 

stniiert in sehr einfacher Weise unendliche Scharen Ton Dreiecken, jedes folgende 
auB den Mittellinien des vorigen. 

H. W. Cufjel, Edaoational times 61 (1894) Nr. 4868. F&llt man Ton 2 isogo- 
oalkoi\jagierten Punkten P und Q, z. B. H nnd 0, Lote auf die Seiten nnd Teibindet 
fiber Kreuz, so acbneiden sicb die 8 Linien auf PQ. E. Law>€may, Baurget (1896) 
p. 101. let cT die Mitie der Mediane A a nnd P die Mitte der bis sum Umkxeis 
verlftngerten Mediane, so ist 2^a • PJ= Ba^ (0 brancht nicbt fest zu sein) nnd 
andere S&tze (ohne Beweis). 

R, Tucker, Educ. times 64 (1896) p. 47, Nr. 12 793. Durch einen Punkt x inner- 
halb eines Dreiecks Parallelen zu den 3 Seiten zu ziehen, deren Abscbnitte zwischen 
den Seiten gleich lang sind: [S abc : {ah -\- be -\- ca)]. 

Soons, Matbesis 16 (1896) p. 57; Theoreme der Geometrie. Projiziert man 
die S Ecken auf eine Gerade m, fSllt dann yon den Projektionen Lote auf die 
Seiten, so scbneiden sie sicb in M {Neuberg\ und wenn m durcb geht, so liegt 
M auf dem Feuerbcu^Bch&i Kreis. 

Unglekhheiten. 

H. Hoffmann, Grun. 9 (1847) p. 317; Bemerkungen zu Adanu Buch: Merk- 
w^dige Eigenscbaften des geradlinigen Dreiecks: 

JL>£_JL nnd —<—+--. 

K *6 K K h K 

0. ScMomileh, SchJom, SO (1885) p. 851; Note uber Ungleicbbeiten, und Hoff- 
mann 17 (1886) p. 1; t)l>er Ungleicbbeiten in der geometriscben Anwendung zur 
Beantwortung der Fragen: Wann sicb aus p — a etc., den 3 H5hen, den 3 Medi- 
anen und den 8 Abst&nden von und / ein Dreieck konstruieren l&fit. 

Eine eigentUmliche Gruppe elementarer Satze: Durch einen Punkt 

eines Dreiecks sind Parallelen zu den Seiten gezogen^ oder durch einen 

Punkt des Tetraeders sind Parallelebenen zu den Seitenflachen gelegt^ 

und dann Yerallgemeinerung auf beliebige Parallelen zu den Seiten. 

E. BobUUer und andere Oerg. 18 p. Ill Aufgabe p. 28. Das Produkt der 
3 Parallelogramme gleicb dem Acbtfachen des Produkts der Dreiecke; Itlr Tetraeder 
VaJUs p. 118; nicbt durcb einen Punkt id. p. 202. 

B. Lohatto, Correspondance matb^matique de Quetelet 4 (1828) p. 205. 
A = (2:1/2;)*; Gerg, 19 p. 374 MP By der Satz wird abgeleitet und auf Te- 
traeder erweitert, der allgemeine Satz: Wenn n Punkte und Parallelen, so (n -\- 1) 
Dreiecke T,^ und A » (27 '/T^)' und entsprecbend fcLr Tetraeder. Siebe aucb M. 
Mettemich, Mainz (1821); Geometriscbe Abbandlung etc. 

Spezidle Dreiecke, 
PifOuigoreiBclie Dreiecke. 

C. C. Gerono, Nouv. annal. 17 (1858) p. 395; Dreieck 8, 4, 5, Inhalt 6, ein- 
zige aritbmetiscbe Reibe der Differenz 1; ibid. 18 p. 44. Lebesgue (einz. aritbm. 
Reibe); recbttHnklige Dreiecke, deren Seiten sicb um die Einbeit unterscbeiden : 
L. Martin, Analyst 3 p. 476. Simerka, Grun. 51 (65) p. 196. 

Th, Gaufi, Programm Bunzlau (1894). t^er PythagoreiBchB Zahlen. 
Graeber, Grun, (2) 15 (1897) p. 337. t^ber Pgthagoreische Dreiecke und Kreis- 
teilung (lang, aber wenig Inbalt). 
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Ebene Dreiecke, deren Seiten mit R im rationaleii Yerhaltnis 
fltehen. 

a F, Gaufi, Brief an Schumacher 2. Okt. 1847; daza Grun. 46 p. 280, p. 221, 
p. 224, p. 229, p. 280. 

E. W, Grebe, Grun. 17 (1862) p. 467 Dreieck mit rationalen Seiten nnd 
Mittellinien; ZoBammenfltellang von Stficken rationale! ebener Dreiecke: Progiamm 
Halle (1864). 

W. lAgawski, Grun. 46 (1866) p. 603. JS. Grafiniann, Grun, 49. Wenn man 
ans den Gmppen p, p — a etc. und r, r^ etc. diei beliebige auBw&hlt, die 1. nicht 
alle derselben Gmppe, 2. keine zwei mH gleicher Marke, so Bind die Dreiecke 
rational, sobald jene in rationalem Verh&ltniB steben. Grun. 61 p. 388, Rationale 
Dreiecksaafgaben aus Paul HaJken, Mathem. Sinnenkonfekt. 

M. AsfzareUi, Atti nuovi Lincei, Rom 26 (1873) p. 48; Rechtwinklige Drei- 
ecke, deren Seiten relative Primzahlen, nnd Formeln za ibrer Bildnng. 

TFet'lZ, Bulletin de la soci^t^ math^matique de France 10 (1882) p. 66 (Drei- 
eck 4, 6, 6). Rationales Dreieck, Seiten teilerfremde ganze Zahlen and das Yer- 
h&ltnis Kweier Winkel eine garze Zahl. 

A. Stmad, Casopia 12 (1884) p. 28; Note fiber rationale Dreiecke. Wenn 
zwei Eckpxmkte eines rationalen Dreiecka rationale Koordinaten haben, bo anch 
der dritte {KepUrBches Dreieck). 

J. Worpiteki, Hoffmann 17 p. 266; siehe anch se^ne Sammlung trigone- 
metriscber Anfgaben, Anbang 1, Pyhagar'dsche Dreiecke (ind beliebige recht- 
winklige Dreiecke). Notwendige und hinrelchende Bedingung iat, dafi die Tan- 
genten von zwei halben Dreieckswinkeln rational Bind. 

a = xy (!♦• -f ^*)y 6 =— U17 («' + y*)i 

c — (sou — yv) (xv + yu) = xy (u* — v*) -{- ^'v (x* — y*); 
f^xyuv (xu — yv) ipsv + y w)» 
die H6hen, die 4r alle rational; sollen anch die Winkel rational sein, so mu6 

« = /i* — v"; ywm%^v\ u = fij* — Vj*; v = 2^jVj sein. 

Jr. Eysank, Programm (1890): Rat'ona^e Dreiecke, spezieller Fall. 

B. MiUler^ Gran. (1889) p. 111. Ober rationale Dreiecke und ibren Zu- 
iammenhang mit der PeUschen Gleichung. 

C. A, Poo€r\ Mathem. maga^me 2 (1894) p. 186: On rational triangles. 

a— p" + 22«; 6«-|)" + 4g"; C =» 2jp* -j- 2g"; A — 2pg (p* + 2 2«). 
H. F. BUchfeldt, Annals of mathematics 11 (1896) p. 67. 

a — i» + --; 6=.n-)-— ; c m — ~ + n — — , 
m n m n 

wo m und n rationale BrSche. 

A -« (m + n) ^ • 

' mn 

D. N. Lehmer, Annals of Math. (2) 1 (1900) p. 97, Rational triangles: 

a -= a /J (y" + *•) etc. (vgl. Worpitzki). 

J. M. Iversen, Nyt Tidsskrift for Mathem. (1898) p. 91. 
P. Dolgugchin, Rubs. PSdag. Samml. 4 (1897) p. 421 ; Rationalitftt der Win- 
kelhalbierenden in Dreiecken mit rationalen Seiten. 
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H. Schubert, VntemchiBhVSiiier{Pietzk€r) 6(1900) p. 70. Ganzzahlige Medianen. 

JE, JE. Kttfnfner, CrelU 37 (1848) p. 1. Yieiecke mit rationalen Seiten und 
Diagonalen (auch die Stucke der DiagoDalen sind rational). Dazu: 

K, Schwering, CreUe 115 (1895) p. 801; Rationale Tetraeder; ders. Piogiamm 
Ddren (1898) Geometrische Aufgaben mit rationalen LSsungen (im 2. Telle nicht 
elemental). 

0. Schlffmilch, Hoffmann 24 (1893) p. 401. Rationale Dreiecke und Vierecke 
aus pythagoreischen Dreiecken. 

A. DroZ'Famy, Bourget 18 (1894) p. 193. Dreiecke, deren Seiten in arith- 
metischei Progression stehen, geometrische Ableitang (r ^^ ^a, wo a mittlere 
Seite); siehe auch FUhrmann, Synthetische Beweise geometrischer SSltze. 

A, Ltbicky, (asopis 27 (1898) p. 141, desgl., aber weit Mher, Borner, Pro- 
gramm Mtlnster (1845). 



Pergotti, Nouv. correspond. 2 (1875). Dreiecke, die in den Winkeln und zwei 
Seiten dbereinstimmen und nicht kongruent sind: 

a, aq, og" and aq, aq*, aq*, wo 2^ zwischen |/6 — 1 und |/5 + 1- 

Enr, PresutH, Battaglini 21 (1883) p. 169. Dreiecke, wo — 2^1 (z. B. das 
Dreieck mit den Seiten 4, 5, 6), (Trisection, limafon de Pascal), dazu: 

Karl Schwering, Programm Coesfeld (1886); Ober Dreiecke, deren einer 
Winkel das Vielfache eines anderen ist, und E. Sachse, Grun. 48 (1868) p. 858 

[wenn a «> 2^, so ist a* — 5 (6 + c)]. 

A, S. Bang, Zeuthen Tydskr. (5) 2 (1884) p. 53. Ober Dreiecke, zwischen 
deren Winkeln eine lineare Relation 

a A -\- pB -\- fC =» n Rechte, wo or, ^, y, n gauze Zahlen. 

/. A. Lilienihal, Programm Braunsberg (1845), 54 Aufgaben tlber die recht- 
winkligen Dreiecke; dazu 4 S&tze, Grun. 21, p. 99. 

Servais, Progr^s (1883) 9. Sept. abgedruckt Mathesis 4 (1884) p. 53. Im recht- 
winkligen Dreieck ist fc = r -fi +''1 > ^^ ^i ^^^ ^t ^^ Radien der beiden Inkreise 
der Teildreiecke durch die H5he. 

L. Benezech, Bourget 13 (1889) p. 193, p. 241. Propri^t^s des triangles 
rect>angulaires. 

Gleichseitige Dreiecke. 

Newcastle magazine (1823) Dez. p. 665; Beweis von Crergonne, 
Gergotne 14 p. 376: Fallt man von einem Punkt des Inkreises auf 
die Seiten Lote, so ist die Snmme der Rechtecke aus je 2 Loten 

konstant, weil gleich -^A*- J- Steiner, Crellc 45 p. 177. Fiir jeden Punkt 

p des Umkreises ist ap - bp - cp = ap • b'p * cp, wo a Schnitt mit der 
Gegenseite. 

Grunert, Grun. 20 p. 473. ZPA* — 3 {PH^ + SA^. 

F. Pollock, Quarterly joum. 1 (1857), verallgemeinert von Cayley, ibid. 
p. 381. (Sietn^rsche Kurre.) 
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Gleichschenklige Dreiecke, 

E, Catalan, Bourget 7 (1883) p. 59. Ziebt man von der Spitze B eine 
beliebige Transversale, welche die Basis in E und den Umkreis in D schneidet, 
so ist BEBD^AB*. 

H, Stade, Grun. (2) 5 (1887) p. 228. Dreieck, in dem K^^r^ — r; 

^6 ^ '■ft + r. 

E. Lampe, Edacat. times 54 (1891) p. 54, Nr. 9406. Wenn 22== 2 r ist, so ist 

das Dreieck gleichseitig. 

J. lyAviUez, Bourget 20 (1896) p. 246. Association fran9ai8e (1897). Gon- 
grha St. Etienne. Dreiecke, deren Eulerache Gexade einer Seite parallel ist; dazu : 

Theodor Meyer, Grun. (1890) p. 307. Die merkwiirdigen Punkte etc. 

Sanjdna, Edacat. times (1896) p. 65, Nr. 12 G41. 5, aof dem (Jmfang des In- 
kreises, Bedingung 5 Za*^^^Zab. 

E» N. Barisien, Gongr^s St. Etienne (1897); Dreiecke, in denen h^-^-a 
= 6 -j- c i^t. 

Als zusammenfassende und elementare Arbeiten seien hier zusammen- 
gestellt: 

(7. F. A. Jacdbi, Leipzig (1825), De triangnli rectilinii proprietatibus. 

Ch, H. Nagel (1836); Untersuchnngen fiber die wichtigsten zum Dreieck 
gehCrigen Kreise. 

C. Adams, Winterthnr (1846); Die merkwiirdigen Eigenschaften des gerad- 
linigen Dreiecks. 

G. B. Marsano, (1863); Gon»iderazioni sui triangolo rettilinco Geneva; und 
die verschiedenen Arbeiten von 

J. S. Mackay in den Edinburgh M. S. proceedings. 

E. Polygone. 

31« Viereck. Die eigentliclie Quelle fiir die grofie Mehrzahl der 
Viereckssatze sind die Eegelschnitte und die projektive Geometrie, 
und es knfipft sich daran die Aufgabe, die so erhaltenen Satze ele- 
mentar zu beweisen. Immer wieder kehrt der sogenannte (rauySsche 
Satz, der mit demselben Recht Newton^oher (so nennt ihn Steiner), 
auch Rochatscher Satz heifien konnte, und die andem Satze^ welche 
Steiner als Theoremes sur le quadrilatere complete Gergonne 18 (1827) 
p. 302 ohne Beweis mitteilt^ und die Satze ilber das Kreisyiereck, 
Crelle 2 p. 96 und desgl. Gerg. 19 p. 37. Viele von den Satzen lassen 
sich bis Ldhire und weiter verfolgen und die meisten liefien sich wohl 
als spezielle Falle der Porismen und Satze von Pappus erweisen. 

Das ;,quadrilatere complete' hat als solches vielleicht zuerst Camot 
(1801) betrachtet, die genaue Unterscheidung zwischen vollstandigem 
Vierseit und vollstandigem Viereck rtihrt von Steiner her. Bezeich- 
nung: Seiten a, 6, c, d, Diagonale AC = e, BB = /) Flache = F, 
Eckenschwerpunkt (Schnitt der beiden Medianen) My Flachenschwer- 
punkt 8j halber Umfang p. 
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Einfaches Viereck. 

L. PuissafU, Die 4 Zentren der Kreise, welche innen je 3 Seiten eines ein- 
fachen Vierecks berilhren^ sind konzyklisch. HacheUe, CoireBpondance but T^cole 
poly technique 1 (1806) 1. Juli, bewicBen Tom Schuler B. 

EulerBche Fonnel von BoduU etc.: Gerg. 3 p. 81 bewieeen: 

a« + 6« + c« + <i* = e» + Z' + iRS*, 

wo B tind S die Mitten der Diagonalen ; dazu D. Besso, Periodico 1 (1886) p. 63, 
anch ffir windschiefe Yierecke. 

Brum, CreUe 22 (1840) p. 379. Verbindet man den Schnittpunkt der Pa- 
rallelen za jeder Diagonalen durch die Mitte der andem mit den Mitten der 
4 Seiten, so zerf&Ut das einfache Yiereck in 4 gleiche Teilvierecke; s. auch Non- 
velles annales 8 p. 365. 

J. Steiner, Systematische Entwicklung § 23, 3 ; Teilt man ein einfaches Yier- 
eck duich eine Transversale in zwei Yierecke, so liegen die Schnitte der Diago- 
nalen der 3 Yierecke in einer Geraden; elementarer Beweis von J. Bauschinger 
SckUmikh 2 (1857) p. 122 (und selbstverst&ndliche Erweitemng) ; derselbe Satz: 
Nouvelle conespondance 2 (1875) p. 109. 

Fr, Strehlke, Grunert 2 (1842) p. 825; 

JP — (p — a) (p — 6) (p — c) (p — d) — a 6cd cos* ^-^i 

entsprechend f&r das sphSfische Yiereck; dieselbe Eormel bei Breisdineider, 
Grun, 2 p. 225 sowie A. H, Anglin, Quarterly journal 19 (1883) p. 138. Tangenten- 
viereck : F «» Yahcd sin oo, wo 2 o) die Summe zweier Gegenwinkel. 
G. Dostor, Nouv. annal. 7 (1847) p. 239: 

162^ = 4 «•/■• — (a" — 6" + c" — d*)* im Tangentenviereck; 

IdF* :=» 4 («•/"* — {ac-{-bd)^ im Tangenten- und Sehnenviereck. 

P. Serret, Des m^thodes, Paris (1855) p. 9. Wenn abed ein einfaches Yier- 
eck und Punkt so liegt, dafi Dreieck Oab-{- Ocd= Obc-{' Oda^ so liegt in 
der Geraden durch die Mitten der Diagonalen {Netctonachei Satz vom Tangenten- 
viereck spezieller Fall). 

E. Catalan, Nouv. correspond. 1 (1873) p. 31. Wenn im einfachen Yiereck 
2 Seiten gleich, so sind sie gleich geneigt gegen die Mediane der beiden 
andem. S&tze von 

P. Meutzner, Grun. 55 (1868) p. 42 u. a.: Die Projektion der Ecken eines 
einfachen Yierecks auf die Diagonalen bilden ein (negativ) &hnliches einfaches 
Yiereck (1 — cos qp, wo tp Diagonalwinkel), schon bei BoehaJt, Gerg. 1 ; der Schwer- 
punktsatz bei Sylvester, Quarterly journal 6 p. 130. 

E. Catalan^ Th^or^mes et probl^mes, hflbsche Yiereckss&tze. 

Den Satz von Desargues fiber die Involution beweist WeiUr, ScMomilch (1882) 
projektiv, aber Alf, Leman^ Programm MOlhausen (1^98) elementar. 

F. August, Chrun. (2) 4 (1886) p. S:)0 Satz von Hoppe, sehr einfach bewiesen, 
Flftchenschwerpunkt S (einfaohe EouBtruktion) , Diagonalschnittpunkt E und 
Eckenschwerpunkt T {M) in einer Geraden und so, dafi ETi TS ^ 3 il. 

A. Peter, Hoffmann Zeitschrift 29 (1898) p. 108. „BreDnstrahlen -Yiereck** 
a -\- b ^ c -{- d), tfhei die 3 verschiedenen „Arten" der Yierecke (konvexe, Yier- 
ecke mit einspringendem Winkel und uberschlagene) vgl.: 

Max BrOckner, Yielecke und Yielflache, Leipzig (1900), wo sich die game 
Literatur findet. 
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VoUstdndiges Viereck und vollstdndiges Vierseit 

(= Ve. und Vs.) 

Im Ye. bilden die Diagonalen das dritte Paar der Oegenseiten, 
die 4 Dreiecke: B^ etc. 

Vs.: Der sogenannte Gau fische Satz: Die 3 Mitten der 3 Dia- 
gonalen eines Vs. liegen in einer Geraden^ Gaufi, Zach, Monatscor- 
respond 22 (1810) p. 115, yon Steiner Newton^aAaer genannt, findet 
sich nach einem Artikel Ton Mackay, Edinb. mathem. society proceed. 
9 (189(V-1891) bei Connw in The Ladies' diary (1796); der Satz ist 
gleichzeitig mit Gaufi von BocJuU gefunden und einfach analytisch be- 
wiesen samt der Veryollstandigung, dafi auf derselben Geraden die 
3 Zentren der mittleren Entfemung (M) der 3 Y. aus den Endpunkten 
je zweier Diagonalen li^en: Gerg. 1 (1811) p. 314 und von Vecten eben- 
dort einfach geometrisch bewiesen. Poncdet, Traite 164; ChasUSy Geo- 
metric superieure p. 488; Fentoick, The Mathematician 2 (1847) p. 292 
analytisch; dito Quarterly joum. 6 p. 127 sehr einfach statisch, dazu 
Note von J. J. Sylvester p. 130; F. Pa/ugger, Sddom. 2 (1857) p. 56 
(beim Tangentenviereck dnrch 0). Matthew Collins , (1870) Geo- 
metrical miscellanies, sehr einfacher Beweis*mittels Erganzungsparallelen 
SchlSmilch, SchUm. 23 (1878) p. 191 als spezieller Fall eines all- 
gemeinen Dreieckssatzes; Arnold Sachse^ SchUmUch 27 p. 381 (1882) 
als spezieller FaU eines aUgemeineren (projektiv). 

John Casey, A sequel to EucUd (1888) p. 5; sehr einfach. 

B. E. AUardice, Edinb. mathem. society proc. 8 (1890) p. 27 (spezieller Fall^ 
elemental.) 

/. DougdU, ibid p. 15 (1897) p. 81, sehr einfachei Beweis. 

SoUertinsky, Mathesis 12 p. 114; Verhftltnis der Abst&nde nui von der Rich- 
tong der 4 G^eraden abhftn^. 

Yerallgemeinert ist der Satz durch BodenmUler nach Angabe 

von Gtidermann, Analytische Spharik^ Eoln (1830) p. 138. Die 

3 Ereise uber den 3 Diagonalen eines Vs. haben eine gemeinsame 

Radikalachse (schneiden sich in denselben beiden Punkten). 

A. M(fbiu8, Gesammelte Werke 2 (1854) p. 287. Sehldmtlch, S&chsische Be- 
richte 4 (1854) tiigonometrisch. Ckctsles, G^om^trie snp^rienxe, 2. Anfl. p. 854. 
SchlSmilch, 8ehl6m. 2 p. 247 ; Die 6 Ereise des Ye. B. Tucker, Edncat. times 2^ 
(1876) Nr. 5058; gemeinsame Sehne sei c, so ist (Beschr&nkung auf Ereisviereck): 

c*=2((^,»-f . . . .)-Pi^.^,*(pr*+. . . .). 

Erweitemng bei Frcmz Seydetoite, Ghrun, 3 p. 281 Lehrsatz 8. 

In Oergonne 18 p. 802, gesammelte Werke 1 p. 223 findet sich eine Anzahl 
von S&tzen von Jakob Steiner, Th^or^mes but le qnadrilat^re complet, ohne 
Beweis: 
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1. Die 4 Umkreise der 4 Dreiseite schneiden Bich in P. 

2. Die 4 (Jmkreiszentren mit P konzyklisch. 

8. Die Fnfipunkte der Lote yon P liegen auf eifier Geraden K. 

4. Die 4 H6henBcbnittpnnkte der vier Dreiseite liegen auf einer Geraden. 

5. B nnd JR" sind parallel und B geht durch die Mitte des Lotes von P 
auf K (vgl. Simsonache Gerade). 

6. Gaufischei Satz: die Gerade: 22". 

7. B'' senkrecht auf B und R. 

8. In jedem der 4 Dreiecke gibt es 4 BertilirungBkreiBe, die Zentren dieser 
16 KreiBe liegen von 4 zu 4 auf einem Ereise (8 neue Kreise). 

9. Diese 8 KreiBe teilen sich in 2 Gruppeu, so dafi jeder der ersten die vier 
der anderen orthogonal Bchneidet. Die 8 Zentren liegen also auf 2 Geraden. 

10. Diese schneiden sich in P und stehen aufeinander senkrecht. 

Wahrend die ersten Satze oft elementar bewiesen werden, ist mir 
Ton den letzten nur ein Beweis bekannt: 

Mention, Nouv. annal. (2) 1 (1862) p. 16, p. 65. 

Nach Mackay (1. c.) ist Satz 1. von ^.Scoticus^'^ (Pseudonym fur WaUace?) 
zur Ldsung vorgelegt in Leybouime^a Mathematical repository (1804) p. 22 und 
ibid. (1) 1 p. 170 gel58t. 

Satz 1. und 2.: u. a. Ehlert, Grun. 69 p. 3*S2 analytisch und Sparer, ScMoin. 
31 p. 48 synthetisch. 

Hermes, Nouv. annal. 18 p. 171. J. Mention, Nouv. annal. (2) 1 (1862) 
p. 16, p. 65. 

Satz 4.: Heinen, Crelle 3 p. 290 analytisch. Franz Seydewite, Chrun. 3 p. 281 
gleichseitige Hyperbel, Grun. 46 p. 828, E. Schmidt mit Menelaos, elegant Hulisch 
und Stammer. {Grunert schreibt Bd. 45 den Satz Sylvestei- zu I) 

Ich bemerke^ dafi schon Manddier, Correspond. Quetdet 5 (1829) 
PL 218 Yom YoUstandigen Vierseit beweist^ dafi ftir P (aas Satz 1) 

PA'BC'CD^PBCDDA etc. 

Bochat, Gerg. 1 (1871) p. 314. Der Abstand der Mitten zweier Diagonalen 
ist doppelt so grofi wie der der beiden Zentren M der beiden einfachen Vierecke, 
zu denen die Diagonalen geh()ren. 

Vecten, Gerg. 15 p. 41 ; merkwurdige Gegenseitigkeit zweier Vs. id. ibid. 15 

JS. Cesdro, Nouv. correspond. 6 (1880) p. 477. Colombier, Bourget (1880) 
p. 113, harmonische Eigenschafben {Ceva, Menelaas), 

A. Ctmningham, Messenger 27 (1882) p. 188; On the circle etc. 



VoUstdndiges Vierech =■= Ve. 

Aufgabe von Gergonne nnd Lavernedey Die 3 Medianen eines Ve., 
eben oder windschief, schneiden sich in einem Punkt (J/, dem Ecken- 
schwerponkt; dual zum GaufisGhen Satz): Gerg. 1 p. 177, p. 310 be- 
wiesen von de StainviUe (statisch), L'Huilier, Tedenat, Fecten, seitdem 
sehr hanfiger tJbungssatz in den Lehrbiichem. 
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C. A, Breischneider, Grun. 2 p. 225; Untersuchungen der trigono- 
metrischen Relationen des geradlinigen Yierecks^ darin zuerst der Gedanke^ 
ein (Exzefi) Dreieck E einzufiihreU; dessen Seiten die Produkte der 
Gegenseiten sind (vgl. Inversion, Neuberg, Memoire sur le tetrafedre 
(1884) p. 22 Anm.) und dessen Winkel in sehr einfachen Beziehungen 
zu der Summe der Gegenwinkel stehen. In dasselbe Dreieck trans- 
formierte MSbms durch komplexe Interpretation Ton AB (bezw. durch 
Inversion) das Viereck: Longimetrie, Gesanimelte Werke 2 p. 196, 
Mobius hat selbst die Prioritat Bretschneider^s bemerkt. 

Wichtig Bretschneider , Grun, 3 (1843) p. 85. "Dber die ab- 
geleiteten Yierecke; die Mittelpunkte der Umkreise; Invariante 
E^ : 4yD^D^D^D^. Es bilden die 6 Perpendikel, welche von den Mittel- 
punkten der 6 Seiten des Unrierecks auf die Gegenseiten gefallt sind, 
wiedemm ein einziges Ye., das dem der Umkreiszentren kongruent 
und ahnlich liegend ist. (Alinlichkeitspunkt ist M), also beim Ereisve. 
schneiden sich die 6 Lote in einem Pnnkt N, welcher mit dem Zentrum 
des Kreises und M in gerader Linie liegt und so, daB M die Strecke 
ON halbiert. Hohenpunkte der 4 Dreiecke, im Ereisve. begrenzen sie 
ein kongruentes und ahnlich liegendes (Gegenseitigkeit). Elegante syn- 
thetische Beweise in Kune^a Lehrbuch (1851). 

0. Terquem, Nouv. annal. 6 p. 68. Anwendung des Fontaine- 
Etderschen Dreieckssatzes (Nouv. annal. 5 p. 154). Ist ein Punkt, 
so ist die algebraische Summe der Produkte der Dreiecke, deren 
Spitze und deren Grundlinien die Gegenseiten sind, gleich NulL 

L. Matthiesseny BaUaglini 5 (1867) p. 232; 12 Satze ohne Beweis, 
Satz 12 =» Satz 10, hauptsachlich Punkt itf betreffend. Satz 6: Zieht man 
durch die Mitten der Dreiecksseiten Parallelen zu den Gegenseiten, so 
schneiden sich die 12 Geraden in den 4 Ecken eines Yierecks, das 
dem ersten kongruent ist, Ahnlichkeitspunkt ist M. Satz 7: Die 
6 Lote etc. wie Bretschneider. 

Kreisviereck (Kv.) 

J. SteineVy Theorfemes relatifs aui sections coniques, Gergonne 19 
p. 37 als Anmerkung ohne Beweis, der in „Die geometrischen Eon- 
struktionen'^ (1833), Anmerkung zu § 12, Ahnlichkeitspunkt, angedeutet 
ist. ABCD das Ev. (vollstandiges Yiereck); die 4 Hohenpunkte der 
4 Dreiecke J.^^; Schwerpunkte cTj^; 4 Zentren der FeuerhachacYi&rL Ereise 
Mj;^ das Zentrum des Umkreises itf, dann bilden 1. die 4 Aj^ ein 
kongruentes und ahnlich liegendes Yiereck, Zentrum A] 2. die 4 Jj^ 

ahnlich und ahnlich liegendes, ^ — -q > ^ Zentrum J\ 3. die 4 M,^ dito 
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A »" Y ; Zentrum My and es liegen aucH die 4 Zentren in derselben 

Weise harmonisch, wie ein bestimmtes System, also AM tmd JM bo, 
dafi JM^ : JM : AM^ : AM -1:2:3:6, also M ftir alle 4 Ereise 
Ahnlichkeitspunkt. 

Der Satz Hber die Hohen ist zuerst yon Heinen, CrdU 3 p. 288 
mittels Hyperbel bewiesen; er findet sich ohne Beweis bei L, Matthiessen 
(1. c); mit sehr elenientarem Beweis in Catalan's Th^orfemes et pro- 
blames; elementar bei Max Greiner^ Grun. 60, wo aucb die andem 
Steinersi^ea Satze elementar, und yielleicht nea der Satz, dafi der 
Schnittpunkt der 4 JPeu^&acAschen Ereise zugleich der Punkt N^. ist, 
in dem sich die 6 Mittellote schneiden. Ebenso bei Geiser, Einleitong 
in die synthetische Oeometrie (1869). 

Der Satz: Die 4 iSVm^onschen Geraden einer Ecke in bezug anf 
die andem schneiden sich in Nq, ist von Steiner nicht direkt aus- 
gesprochen, er ist als Aufgabe yon E. Lemoine, Nouy. annal. (2) 8 
(1867) p. 47 gestellt und yon Figa, Bartohmei, Mord, L. Kiepert be- 
wiesen (yon letzterem am elementarsten) p. 317. A. Mard gibt dort 
anch den z. B. bei Catalan und auch sonst oft yorkommenden Satz: 
Irgend 4 Ereise ilber den Seiten beetimmen wieder ein Ey.; spezieller 
Fall: Die 4 Projektionen der Ecken auf den Diagonalen begrenzen ein Ey. 

Satz yon Steiner, CreOe 2 (1827) p. 96; halbiert man im Ey. die 
Winkel der 3 Paar Gegenseiten, so sind yon diesen 6 Geraden je 3 
einander parallel. Beweis Bemy, CreUe 3 p. 84; Heinen p. 288; Pury^ 
Nouy. annal. 1 (1842) p. 358, ffigt hinzu, dafi die Halbierungslinien 
der Ftlnf- und Sechsten Ecke sich innerhalb des Vierecks halbieren ; Chades, 
G^om^trie superieure (2. Aufl. p. 395, Schlufi); E. J. Noggerath, Chun. 49 
(1867) p. 118 ebenfalls Zusatz yon Pury^ Sylvester, Educat. times 15 
(1871) p. 36; E. Catalan, Nouy. correspond. 2 (1876) und Umkehrung] 
seither sehr haufiger tlhungssatz. 

A, Jaeobi, CreUe 81 (1846) p. 41. Ist ECDF ein Ey., so ist das Qnadiat der 
Geraden, welche die Durchflchnitie je zweier Gegenseiten yerbindet, gleich der 
Somme der Quadrate ihrer Tangenten. 

/. Steiner, CreUe 44 (1852) p. 276, Beim yollst&ndigen Kt. haben die Recht- 
ecke ans den 8 Paar Loten aus einem Pnnkt des Umkreises anf die 8 Paar 
Gegenseiten gleiehen Inhalt, M. A, Blandut'{Legendre); elemeniarer Beweis bei 
(kuey, A sequel to EucUd p. 84. 

/. MeDaweU, Qnazterlj journal 5 (1862) p. 280 sehr elementar Et. und 
Parallelogramm. 

J. Neuberg, Kouy. correspond. 1 (1875) p. 96; Die Zentren der 4 Inbteise der 
4 Dreiecke bestimmen ein Bechieck. 

E, Lemoine, Nout. ooirespond. 2. Zieht man durch 2 feste Punkte C und O 
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2 Paar Geraden, welche eich in den Ecken eines Ev. schneiden, so ist der Ort 
der Zentren eine Gerade. 

J. A. Grwnert, Grun. 6 p. 430; Spezialfall: Ist eine Diagonale ein Duich- 
mesBer, so steht die Gerade, welche die 5. nnd 6. Ecke verbindet, auf ihi 
senkxecht. (Trigonometrisch.) 

A. Cayleyy Messenger 17 (1888) p. 94, Note etc. 

J. W, L. Glaisher, Educational times 26 (1874) Nr. 4288 histoiiache Epn- 
struktion aus den 4 Seiten (auch A. Hau finer, Grun. 65, p. 334), Ptolemdas ef,e:f etc, 

A. L. Candy, Annals of Mathematics 10 (1896) p. 176. Aus sehr einfachei 
Relation (8), viele Trans versalens&tze. 

Jul Nager, Wiener Monatsberichte (1896) p. 325 (s. o. E. Lemoine). 

Der Satz von Alb. Chirard, 3 konyexe Vierecke mit denselben 
Seiten abed, abdc, acbd im selben Kreis haben gleiche Flache. Dostar, 
Grun. 48 p. 245; aber schon in L. A. Kunze^s Lehrbuch der Geo- 
metrie (1851) Jena, und noch weit Torher Oriison, Ordle 10 (1833) 
p. 275. Die Formel fiir die Flache J, welche der Heronschen Dreiecks- 
formel entspricht, ist schon im 18. Jahrhundert bekannt (Lexdl, Euter^ 
L^Htiilier), bei Meier Hirsch (1805) Sammlung geometrischer Anf- 
gaben p. 33 nebst analogen §§ 30, 32, 33; s. a. B. TortoUni, Annali de 
Tortolini 6 (1864) p. 46; Diagonalen x und y, x zwischen (6, e) und 
(a, d); a;* = (ad + be) (ae + bd) : {ab + cd), daraus Ptolemdos, sin ^ 
(Diagonalwinkel); Flache J; r«= i^^> + cd)ia^ +bd) (ad + be) ^ ^^ ^.^^ ^ 3 

in Serrefs Trigonometrie findet. 

Kv., dessen Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, (in P) 
{ArehimedeSj Brahmagupta). Alle umschriebenen Rechtecke einander 
ahnlich: J. Murent, Nouv. annal. 14 (1855) p. 365. 

L. Sancery, Nonv. annal. (2) 10 (1862) p. 487. 

Fr/g. Schiffner, Grun. (2) 4 (1866) p. 325. 4 Satze ohne Beweis; daB 

PO von M halbiert wird, schon lange vorher bei Sancery; Ddpit, Bourget 

(1881) p. 241 ; Ed. Lueas, Nouv. Corresp. 5 ( 1 879). Projiziert man P auf die 

Seiten und verlai^i^ert die Lote bis zur Gegenseite, so liegen die 8 Punkte 

auf eineni Kreis, dessen Mitte M (Schnitt der Medianen) ist; der Kreis 

bleibt konstant, wenn die Diagonalen sich um P drehen {Sancery). 

Die 4 Projektionen sind die Ecken eines Yierecks, das um- und ein- 

schreibbar ist: 

ABGD : ABGBl « iJ : /. 

Dafi die 6 Lote in den Mitten der Seiten konpunktisch sind, ist in 
diesem Spezialfall schon von Brahmagupta gefonden. 

Harmonisches Kv. {AB • GD = AG • BD). B. Tucker, London 
matiiemat. society (1885) 12. Febr. Some properties etc. Es gibt einen 
(LemoineschenL) Punkt, dessen Abstande von den Seiten den Seiten 

Simon, Elementergeometrle. 11 
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selbst proportional sind. /. Neuberg, Mathesis 5 (1885) p. 4, 17, 65, 202. 
ClSm. Thiry, Bourget (1887) p. 223; es gibt einen i^wotn^schen Punkt, 
der als Schnittpmikt der Diagonalen bestimmt wird, ygL anch C(i8ey 
(1888) A sequel to Euclid, section 6. 

Eine sehr yollstandige Sammlung von Formeln das Ey. betreffend: 
LecocQy Bourget 21 und 22. 

Tangentenviereck ( = T.) 

Jak. Steiner, CreUe 2 p. 205 yeryoILstandigt die bekannte Be- 
dingong: Jedes Yiereck, in welchem die Summe zweier Seiten gleich 
der der andem beiden ist, ist ein T. und umgekehrt. 

J. B, Durrande, Qerg, 6 p. 49. Jedes Viereck, eben oder wind- 
schief, in dem a + c=»=6 + d ist; ist ein T.; id. Gerg. 14 p. 309 (Newton- 
scher Satz). In jedem T. geht die Gaufische Gerade durch das Zentrum 
des Inkreises; Beweis mittels der Badikalachse spezialisiert fiirs Dreieck: 
die Gerade, welche die Mitte yon b mit der Mitte yon BE, wo E 
Berilhrungspunkt auf b ist, yerbindet, geht durch das Zentrum des In- 
kreises. Poncdety Gerg. 12 p. 109. 

Ein- und umgeschriebenes Viereck (SchlieBungsproblem). Durrande, 
Gerg, 15 p. 133—145, Satze yon Poncelet im Traite (1822), neu der 
Satz: Das Bechteck aus den Tangenten zweier Gegenpunkte ist kon- 
stant^ weil gleich dem Quadrat des Radius des Inkreises; sehr ele- 
mentare Ableitung der Euierechen Relation fiirs Viereck; Zentren der 
beiden Ereise und Diagonalenpunkt in einer Geraden. 

/. Schumacher, Grun, (2) 2 (1885) p. S83. Yiel Material, S&tze teil- 
weise neu. 

Trapez : L. VauM, Battrget (1894) p. 97. Die Differenz der Diagonalen ^ der 
der Bchr&gen Seiten. Eonstraktion aus beiden Diagonalen und den schrSlgen 
Seiten. Maurice SOcagne, Bourget (1879) p. 370; 2 SSltze. 

Andere VierecJce. 

C, F, Hertter, Das Trapez, „bisher Stief kind, jetzt Erystallkem der 
Planimetries Tubingen (1889). Dafi das Trapez eine QueUe yon 
hfibschen Aufgaben wie das ihm so nahe yerwandte Ereisyiereck, ist 
seit 50 Jahren ein offenes Geheimnis und wuBte schon Heron yon 
Alexandria. 

Parallelogramm. Wenn die 4 Seiten eines Parallelogramms 4 feste 
Punkte in gerader Linie haben, so haben die Dii^onalen 2 feste Punkte 
auf derselben Geraden. (Transyersalensatz.) Nouy. correspond. 3 
p. 146. 
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J. Neuherg, Mathesis 14 p. 268. Psendoquadrat (Diagonalen gleich nnd 
rechtwinklig). Eontraparallelogramm ist Stemviereck, in dem: 

Mathesis 14 p. 227; Deltoid (2 gleichschenklige Dreiecke aaf derselben Basis) bei 
C. G. BeugcMe, Schlam, 10 (1864) p. 606 (2 Beiahningskreise etc.); SeMSmilch, Doppelt- 
zentrische Yierecke; {Schl&m. 33 p. 191 Maxima nnd Minima); Ch, Beyel, 67 S&tze 
Aber das orthogonale Yiereck (Dreieck nnd seine H5hen) Schldm. S4 (1889) p. 218, 
290 (Camot 1801); Schl6m, 40 (1896) p. 372, Involutorische Eigenschaften des 
doppeltzentrischen Yierecks. 

Aofgaben: Yiereck von gegebenen Seiten, so dafi die Diagonalen gleich 
Bind: Crrun, 6 (1844) p. 111. Quadrat ans den Abst&nden dreier seiner Ecken 
von einem fesien Punkte: Educat. times 36 (1882) Nr. (.667, MUkr. 

Funfeek, 

Satz von A. Miquel (1836, als SchtQer des Instituts Barbier): Wenn man 
um die 2 Dreiecke aus je einer Seite eines gewOhnlichen Ftbifecks nnd den Yer- 
IS^ngemngen der beiden anliegenden Seiten Ereise beschreibt, so liegen ifare 
6 freien Schnittpnnkte anf einem Kreis (erweitert von Clifford, s. Kreis). 

Gfunert, CreUe 6 p. 816. Wenn alle Seiten eines Fflnfecks verl&ngert 
werden, so schneiden sich die 5 Geraden, welche die Mitten der Diagonalen (Me- 
dianen) eines jeden der Yierecke ABE A', BACB' etc. verbinden, in einem Punkt; 
derselbe Satz Mention, Nouv. annal. 12 (1868) p. 419. 

G. de Longchamps, Nonv. correspond. 3 (1877) p. 306 nnd 310, nber Systeme 
von Geraden und Ereisen. Ein vollstftndiges Ffinfseit enthSIt 6 voUsULndige Yier- 
seite; die 6 Eireise (Steinerscher Satz 2) schneiden sich in einem Punkt und die 
Zentren sind konzyklisch etc. 

Funfeek in nnd um den Ereis, a, b, e, d, e Seiten. 

^-^+6(_-.-_)4....=o. 

+ e — a \ . . . . / ' 

A. R%mell, Educat. times 60 (1889) p. 109, Nr. 9656. 

/. Mention, Nouv. annal. (21) (1862) p. 16, p. 65, Schnitt der 6 Medianen der 
6 Vierseite eines Fiinfseits im Radikalzentrum der 10 HOhenkreise und der 6 Dia- 
gonalenkreise. 

Analoge Eigenschaften des um- and eingeschriebenen Yierseits 
und Ptofflaclis, H. M. Jeffery, Quarterly joum. 26 (1891) p. 336, 

Die infolge einer Aufgabe von Mobius (Qesammelte Werke 1 
(1823) p. 388) von Gaufi gegebene Pormel: 

{ABC, BCD, .... EAB der Reihe nach: a, ft y, S, s und S Plache 
des Pentagons ABCDE), 

S^^ S{a + p + ,... €) + Zap^O {Gmfi NaclilaB) von P. Serret, 

Nouv. annaL 7 p. 28 bewiesen. Mobius bemerkt (1. c); dafi die Pormel 

sich nicht andert, wenn a etc. die Yierecke ABCD, BCDE etc. be- 

zeichneii. 

11* 
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Almliche Eigenschaften wie das Vierseit {Gaufischer Satz etc.) 
bei E. Ferier, Nouv. annal. 8 (1849) p. 142. 

W. U. Preufi, Schldm. 23 (1878) p. 194, Satz vom SehnenfOnfeck. 

22. Polygone mit groAerer Seitenzahl. Zur Elementargeometrie 
gehort im wesentlichen nnr das kouvexe Polygon, das ganz an einer 
Seite jeder Eante liegt, aUenfalls die Polygone ohne Doppelpunkte; 
doch wird auch z. B. das reguBLre Stemftlnfeck vielfach elementar- 
geometrisch behandelt; fiir die Polygone mit Doppel- und vielfachen 
Punkten ist selbst die Fri^e nach dem Inhalt kontrovers, ygl. Polyeder 
und InhdU. 

Poinsot, 8. bei Polyeder, desgl. Cauchy 1810 und 1818. Pigeon, Cah. 16 des 
journal de Tdcole polytechnique p. 183. 

A, Mdbius, OreUe 3 (1828) p. 6; Polygon im Ereis, Bestimmung des Badius 
und der Fl&che durch die Seiten, Grad der Gleichung. 

/. A. Timmermans, Gergonne 18 (1828) p. 217, Polygone und Polyeder; 
Stellnng bezw. Richtung, welche die Eigenschaft hat, dafi die algebraische Summe 
der Abet^de der n Ecken des Polyeders oder Polygona konstant sei. 

Anonym, {Oreathead)^ y, Cambridge Mathematical journal 1 Nr. 4 (1838) p. 192. 
Winkelsumme fir Ereispolygone, wenn n gerade. 

A.A^A^ + A^A^A^'i h ^_i A„A^ = (« — 2) ^ i 

Bchon bei Camot, G^om^tzie de position, Satz 35. 

0. LamS, LunmUe 8 (1838) p. 506; Das Problem: Auf wieviel Weisen kann 
man ein n-Eck durch die (sich nicht schneidenden) Diagonaleu in Dreiecke zer- 
Bchneiden? Auf Aufforderung von Terquem. G. Lami beweist elem. 3 Formeln, 
wenn Pn die betreffende Anzahl ist und P, = 1, so ist : 

1. Pn + l^Pn+P^Pn-i + • • • + Pn-i P, + P«; 

2. P^-n(P,P„_, + P,P„.,+ ...+P„.,P,):2n^6; 

3- i'n+i = (*»» — ^)Pni n. 
Formel 3 ist Ton Euler ohne Beweis, Nova acta Petropolitana 7 (1758 — 59) 
p. 14; Formel 1 von Segner, ibid. p. 208 abgeleitet. Modrigues leitet sie p. 547 
direkt ab und Catalan gibt p. 508 die Formel: 

wo Cp^^^pi^ ist; dieselbe Formel reproduziert Abbe Gelin, Mathesis 3 (1883) 
p. 108,' in der Form P««2«-*1.8.6 (2n — 5): (n — 1)1 

/. Binet leitet 3 aus 1 fonktionentheoretisch ab: Liouv, 4 (1839) p. 79. 

E, Catalan, ibid. p. 91 ohne Integration der Differenzengleichung 1 und 3 
und die Formel A: 

^--o-+r7V- — «• 

J. JjiouvUle, Liotiv. 8 ri843) p. 391 ; Remarque sur un m^moire de Nie. J^fi 
(Nova acta Petrop. 9 (1761); un polygone Pn ^tant donn^, en combien de 
mani^res peut>on le partager en polygenes de m cbt^B au moyen de diagonales 
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n^irn — 2 (i — 1); qp (t) die gesuchte Anzahl; fanktionentheoretisch findet Liou^ 
ville mit der Reihe von Lagrange: 

tp (t) =s (t w — i) (tw — t — 1) • • • (»m — 2 i + 2) : i; 

Dasselbe Resultat (in etwas anderer Form) mid aof dieselbe Weise 
leiten H, M, Taylor and R. G. Bowe ab in London mathem. society 
proceedings 13 (1882) p. 102—106. 

Das Problem von LameEuler erweitert T. P. Kirkman^ Philo- 
sophical transactions 147 (1857) p. 225; on the partage of the r-gone 
and r-ace, dahin: ein Polygon durch die Diagonalen in h Teile zu teilen, 
{Lame Spezialfall, wo A =» r — 2); er gibt die richtige Pormel ohne 
strengen Beweis^ den 

A, CayUify London mathem. society 22 (1891); p. 237 on the partage of a 
polygon gibt. Er behandelt 3 Probleme: 1. Lami^ 2. Kirkman 8. Fufi-LiouvtUe 
und gibt fOr 2: 

[r + fc-2]^'[r~3]*-»:[ft]*-»[fc-l]*-', wo [n]*= (^). 

Die Arbeit ist aber keineswegs elementar. 
Hierher gehort: 

Delorme, Nouvelles annales 7 (1847) p. 91; Zahl der inneren Schnitte der 
Diagonalen eines konvexen Polygons (ganz elementar). 

J. Steiner, Crelle 2 (1827) p. 265; 2 polygonom. SiLtze, lieweis dee Satzes: 
Grelle 1 p. 38; Erweiterung des U Huilierschen Satzes (regulHres Polygon), siehe 
Simsonsche Gerade. 

Ad, Ghiibert, Liouo. 4 (1889) p. 892; wieviel n-Ecke sind in einem System von 
n Pnnkten, von denen nicht 3 in einer Geraden liegen: (n — 1)1 : 2 (l&6t sich ein- 
facher zeigen), J. Steiner, Syst. Entw. Nr 19 (1832); schon Carnot, g^om^trie de 
posit.; Schumacher (1808) p. 209. 

J. H. T. MuVer, Grunert 2 p. 106, 113; Winkelsumme in Polygonen und 
Eckensumme in Pyramiden. 

L. Anne, Nouv. annal. 8 (1844) p. 25; Sind 2 9imliche und &hnlich liegende 
Polygene gegeben, so ist jedes^ das dem einen um- und dem andern eingeschrieben 
ist, mittlere Proportionale zu ihnen; vgl. Bochat, Gerg. 2 p. 93. 

A. Pfouhet, Nouv. annal. 3 p. 19. Ein konvexes Polygon von 2n+ 1 Ecken 
ist durch die Mitten seiner Seiten bestimmt, von 2 n Seiten unm5glich oder un- 
bestimmt; dazu E. Protihtt, ibid. 10 (1851) p. 181: 2 Polygene von 2n Seiten mit 
denselbeh Seitenmitten sind fl&chengleich ; Beweis p. 316 von JuUien, 

E. Brassiney Nouv. annal. 6 (1847) p. 226; Zerlegung eines Polygons durch 
Diagonalen. 

E, Prouhet, Nouv. annal. 9 (1850) p. 130. Sur les polygenes inscrits dans un 
cercle. Es gibt immer einen Ereis, dem sich ein konvexes Polygon von gegebenen 
Seiten einschreiben l&fit^ wenn die grOfite Seite kleiner als die Summe der 
andern. n — 3 Bedingungen fdr ein n-Eck etc. Derselbe: ibid. 10 (1851) p. 122; 
als Fragen. Die Fl&che eines 2n-Eck8 andert sich nicht, 1. wenn alle Ecken von 
gerader oder uUe von ungerader Nummer gleiche und parallele Strecken be- 
echreiben, 2. wenn P^ Inhalt eines konvexen Polygons von n Seiten, P, das 
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Polygon, dessen Ecken die Mitten der Seiten des ersten sind iisw.^ no ist fur 
gerade n: 

n*--2» , (n« — 2«)(n« — 4«) (n» — 2*) (n« — 4*) (n« - 6*) 

P4 (-1) -(„^-i)! ~ ^n^O; 



odei wenn n ungerade: 



m — 1 

(- i)~*' (»• - 1*) (»• - a*^ • • • («• - (« - 2)^ p _ f, 

P. Tardy, Sopra uu teorema di poligonometria abgedruckt OeJfe 47 (1854) 
p. 138, beweist die Formeln und zeigt, dafi sie identisch sind mit 

sin mx = m sin a? cos xf{am*x\ cos mx = cos xqt (sin* a;). 

Barbetf Nouv. annal. 9 p. 183; Note ilber die Winkelsumme. 

/. Mention, Nouv. annal. 12, p. 419; Die 6 Medianen der 6 Vierecke, die 
man erhult, wenn man im Pentagon 13^ 24, 35, 41, 52 zum Schnitt bringt, 
schneiden sich in eirtem Punkt^ elementar ohne Eegelschnittslehre; vorher ana- 
lytisch, ibid. (1847) p. 22 von Paid Serret, aber schon vorher Grunert, CreUe 4 
p. 866. Vgl. Fdnfeck. 

F.Padula, Annali di Sc. matematiche e fisiche 5 (1854) p. 286. Merkwurdige 
8^tze flber Eonstanz der Differenz der Fl&cheninhalte zwischen einem Polygon 
und seinem Derivierten. Dazu Yerallgemeinerung E. Bubini, TortoUni 5 (1863) p. 3. 

E. Prouhet, Nouv. annal. 15 (1856) p. 373. Fonnel fur die Flache des 
Fiinfecks und Siebenecks. Vgl. oben die Fiinfecksformel von Gaufi. 

Fz. Heinen, Grun. 29 (1857) p. 474. Winkelsunmie. 

H. A. Faure, Nouv. annal. 17 (1858) p. 50. S&tze uber konstante Flachen- 
summen. 

K Schroder, Schlomilch 7 (1862) p. 55. Uber Vielecke mit gebrochener Seiten- 
zahl oder die Bedeutung der Stempolygone in der Geometrie. 

Christ. Wiener, ttber Vielecke und Vielflache (1864) No 4—7, 10—22, Be- 
griff der Diagonalen, aber erweitert. 

E. Prouhet, Nouv. annal. (2) 4 (1865) p. 129. Im Kreissechseck ist das Produkt 
der 3 Hauptdiagonalen (AA' «= e, BR = f, CC == g) 

; efg = ea^s^ + fs^s^ + Qhh- 

G, Dostor, ibid. (1866) p. 73. Umgeschriebenes Polygon; r und A als 
Funktion der Tangenten von den Ecken; hfibsch fur Drei- und Yiereck. 

Fz. Unferdimjer, Wiener Berichte 67, 627 (1868); Winkelsumme. 

C. J. Becker, Schlomilch 14 (1869) p. 65. „Unter planem Polygon verstehe 
ich eine von geraden Linien voll8t9.ndig begrenzte, iiberall zusammenhlingende 
(Biemann) ebene FlS,che p. 337. Nachtrag: Jedes einfache ebene oder wind- 
schiefe n Eck l&0t sich durch n — 3 Diagonalen in n — 2 Dreiecke zerschneiden, 
wobei ganz einerlei ist, wie die Diagonalen gezogen werden, wenn sie sich nur 
nicht schneiden (dabei mufi fiir windschiefe Poly gone das Polygon als Fl&che 
aufgefafit werden). 
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G. Affolter, BeitrSlge zur Geometrie der Vielecke, Programm Solothurn (1870). 

Ant. SUinkamer, Grun. 62 (1870) p. 294; WinkelBumme eines Stempolygons. 

Chr. Nagely Grun, 53 (1871) p. 878; Satze von A. Prouhet, ohne sie zu 
kennen; hubsohe Konstruktion des Nennecks aus den Seitenmitten; B. Most, 
ibid. p. 26. Cber die Winkel, welche die von eioem Pnnkt nach den Seiten- 
mitten gezogenen Strecken mit den Seiten bilden. 

V. MoUame, Battaglini giomale 9 (1871) p. 64. Polygon, das einem Kreis 
umschrieben ; Berfihrongspunkt B^ auf Seite Sf.; beliebig M mit den Bj^ ver- 
bunden, so ist SMB,^*8j^^f{0M) [Stewart^ General theor.]. ± In jedem ebenen 
oder windschiefen Polygon ist die Samme der Quadrate der Strecken, welohe die 

Mitten jeder Kombination der Ecken zn zweien verbinden, -^ (ti — 1) (ti — 2) D, 

wo D die Summe der .Quadrate der Seiten und Diagonalen. (Schwerponktssatz.) 

F.J. E.Limnet, Nouv. annal. (2) 18 (1873) p. 881 wie C. /. Becker ohne die 
Einschnlnkiing, aber mit Zusatz, dafi jedes P (ohne Doppelpnnkt) mindestens 3 
nicht uberstumpfe Winkel haben mnfi. 

E. Hain, Grun, 67 (1874) p. 218. tJber das Diagonalenfflnfeck einea Kreis- 
fiinfecks. Ist a, das mittlere Stuck des TFinkels, so ist Zoc^ =. ?r. 

G. Dostor, Grun, 63 p. 433. Sternpolygone. Fl^che der sphSrischen Stem- 
polygone; Bourget (1877) p. t:89, p.- 424; Des poiygones ^gr^dients et des polygenes 
etoil^s, und LiouviUe (3) 6 (1880) p. 343; Th^orie gdn^rale des poiygones ^toiids, 
durchaus elementar z. B. der Beweis der Poin^otochen Formei fur die Winkel- 
summe 2 (h — 2p) Rechte, wo p die Zabl der Umdrehungen bedeutet. 

E. Hefi, Ober gleicheckige und gleicbkantige Polygone; Eassel (1874); (s. 
dariiber Brilckner 1900), eine iiber die verschiedenen Arten der Polygone umfassend 
handelnde, grundlegende Arbeit. 

J. W. L. Glaisher, Messenger (2) 9 (1880) p. 133 und Nouv. correspond. 
(1880); Yerallgemeinerung des Satzes von Mecch aus The Analyst 6 (1878) p. 8 
(ibers Dreieck: Wenn ein Polygon von n Seiten einem Kreise r umschrieben ist, 
und or, ^, y etc. die Yerbindungen der Ecken mit dem Zentrum, dann lafit sich 

in einen Kreis mit Radius — , wo X beliebig , ein Polygon einschreiben mit den 

X X 
Seiten — , - etc., so dafi, wenn n gerade, ein geschlossenes Polygon entsteht^ 
cc p 

und wenn n ungcrade, die Enden durch uinen Halbkreis getrennt sind. Beweis 

einfach trigonometrisch. 

L. Certo, Battaglini 23 (1886) p. 356, Sui poligoni plani semplici, darin Be- 
weis des Prou^€f8chen Satzes p. 366; id. ibid. 26 (1888) p. 46 sull' n-agono in- 
scritto isoclino, vgl. Steiner^ CreUe 24 und Bud. Sturm, GreUe 96. 

J. Schick, Grundlage einer Isogonalzentrik, Programm Tdbingen (1889); 
Erweiterung der Fufipunktspolygone; indem er das Polygon gewissen Bedingungen 
unterwirft, sucht er den Ort der Pole und gelangt zu zahlreichen Lagenbeziehungen 
merkwiirdigor Punkte im Dreieck und zu metrischen Relationen aller Art. 

L, F, Ihach, Nouv. annal. (3) 2 (1883) p. 226; Note sur une famille de 
poiygones. 

B. Hoppe, Grun. 61 (1878) p. 439; Bestinmiung der Polygone durch die 
Winkel zwischen Seiten und Diagonalen. Yielecke, deren Hdhenlote sich in einem 
Punkte schneiden^ Bedingungen abgez&hlt. 

B. Hoppe, Grun. (2) 8 p. 447. 
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M. Klose, Schlom. 31 (1886) p. 61 ; zngleich ein- und umgeschricbene Funf- 
ecke, Mobius' NuUsystem; Desargues* Konfiguration. 

G. Bemardi, Battaglini 29 (1891) p. 63; Erweit-erung Ca/notecher Satze, 
Beweifl p. 173 (eben und spharisch). 

A. Sckoenflies, Clebsch Annalen 42 p. 377; uber geradlinige Polygonc. 

Zusammenfassende Werke: 
Historisch: 

8ig. Guwthcr^ vermischte Untersuchungen zur Geschichte der Maihematik 
Leipzig (1876) Kap. 1. {G. hat u. n. anf Mcititer aufmerksam gemacht.) 

R. Wolf, Die Lehre von den geradlinigen Gebilden in der EViene, z. B. die 
yerschiedenen Arten der Fiinf- und Sechsecke behandelt, iiberhaupt die all- 
gemeinen Vielecke. 2. Aufl. 1847. 

Ch. Wiener, XJh&r Vielecke und Vielflache; Leipzig (1864). 

0. Bausenberger, Die Elementargeometrie des Punktes, der Geraden und der 
Ebene^ Leipzig (1887). 

Mctx Srilckner, Vielecke und Vielflache, Theorie und Geschichte, Leipzig 
(1900). 

Die drei letzten gehoren aUerdings nar zum kleinen Toil in die 
Elementargeometrie (vgl. auch Polyeder). 

Bobert Moon, Cambridge and Dublin 6 (1860) p. 131. Verbindet man die 
Endpunkte der Diagonalen eines Funfecks mit irgend einem Punkt der Ebene, so 
ist die algebraische Summe der 5 Dreiecke gleich dem Stemfiinfeck der 5 Dia- 
gonalen plus dem Kern desselben, und analoge S&tze gelten far jedes ungerade 
n - Eck. 

A. de Morgan macht p. 133 aufinerksam, da£ ein analoger Satz auch fdr 
gerade n-Ecke gilt, gibt dann eine Note: Extension of the woid Area p. 139 (nicht 
elementar), und WiUiam Thomson, der diese Note kannte, gibt p. 137 einen Zusatz 
zu B. Moon. 

A, German, Das iiregulSjre Siebeneck des Ulmer Mathematikers M, Faul- 
haber, Programm Ulm (1873) (vgl. Mobius, Crelle 3 p. 116). Sehr verbessert von 
S. Gun&ier, Erlanger phys.-med. Sozietat. (1874) 9. 

F. N, Bitonti, Battaglini 8 (1870) p. 96. Satz 3 ohne Beweis: Zerlegt man 
ein Sehnenvieleck von iigend einer Ecke aus durch Diagonalen in Dreiecke, so ist 
die Summe der Likreisradien konstant. 

2h. Muir^ Edinburgh M. S. proceedings 2 (1884) p. 8. Note on a theor. con- 
nected with the area of a 2n side polygon; Ecken: J.^, ^,, . . ., A^„^ Mitten der 
Seiten : 

«! » cfj » • • • » <*iii7 so ist «! ffj . . . a„ = -~ -4i -4, . . . A^„ -{- — A^A^ . . . A^„-i 

-{- -J- A^ A^ , . . Af„. 

B. E, AUardice, Edinb M. S. proceed. 6 (1886) p. 28; the equilateral and the 
equiangle polygon; idem 9 (1891) p. 11. Die gr5fite Linie, welche 2 Punkte auf 
dem Umfang eines Polygons verbindet, ist Seite oder Diagonale des Polygons. 

6r. Brumly Bordeaux m^moires (4) 6 (1894) p. 273. Note fiber die Zahl der 
Doppelpunkte des Perimeters eines Polygons. 

L. Ferrari^ Periodico (1895) p. 141. Trasversali nei poligoni (s. Transversalen). 
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F. Allgemeine ebene Konflgurationen, 

23. Ahnliohkeit. Die Ahnlichkeit steht in engstem Zusammen- 
hang mit der Lehre von den Proportionen (s. d.). Die Erklamng der 
Ahnlichkeit von Euklid ist fast Ton alien Lehrbfichem beibehalten^ 
anch von Legendre noch in der 15. Aufl. (12.), was ich gegeniiber der 
Note bei Loria, Delia varia fortnna di Euclide bemerke. Legendre nnd 
seine Bearbeiter, z. B. BLanchet, ja noch Eouche in der letzten Auflage 
schlossen sich gerade in der Ahnlichkeitslehre besonders eng an 
EuMid an. 

Leibniz, Gerhard 7 (1863) p. 30 (nach HannoTerschem Mannskript) 
hat in wunderbarer tybereinstimmung mit Bolzano, Betrachtungen (1804) 
p. § 16 die Ahnlichkeit definiert: Similia sunt in quibas per se sin- 
gulatim consideratis inveniri non potest, quo discemantur. Referent 
hat dies in den Elementen der Geometrie von 1890 kurz formuliert: 
Ahnliche Figuren sind solche, welche sich nnr durch Abanderung des 
Mafistabes unterscheiden. Duhamel, Des methodes T. 2 benntzt das 
Ahnlichkeitszentrum zur Definition, geht also von ahnllchen nnd ahn- 
lich liegenden Figuren aus und ihm ist z. B. Giudice gefolgt, ohne es 
zu wissen. Aber lange vor Duhamel findet sich dieselbe Definition in 
Tellkampfs Vorschule der Mathematik (1829). Jacobi (van Stvifiden) 
verbesserte die EuMidsche Definition, welche, wenn die ursprt&ngliche 
Figur gleiche Winkel enthalt, fehlerhaft wird, durch den Zusatz, daB 
die proportionalen Seiten auch noch gleichen Winkein gegeniiber liegen 
mussen; er bemerkt aber selbst, daS damit noch keine vollig befriedigende 
Definition gewonnen sei. 

Die Reihenfolge der vier Ahnlichkeitssatze richtet sich auch noch 
in den neuesten deutschen Lehrbiichem, z. B. Thieme (1902), Mehlci% 
Canibly, Spieker, nach der der Eongruenzsatze, wahrend EuMid und 
Legendre, die Englander z. B. Nixon (1891)), die Amerikaner z. B. 
Phillipps und Fischer (1899), die neuesten Franzosen z. B. Bouche mit 
EuMid den Hauptahnlichkeitssatz (Winkel) an die Spitze stellen. Eine 
eigenartige Behandlung ist bei Fairer. 

Bei Henrici und Treutlein liegt sie nur darin, dafi sie die Ahn- 
lichkeit der projektiven Beziehung unterordnen. Referent drangt die 
ganze Ahnlichkeitslehre in den einen Satz zusammen: In zwei Streifen 
stehen je zwei eutsprechende Querstrecken im gleichen Verhaltnis. 

Der grundlegende Satz EuMid (6) 2, den EuMid und Legendre 
auf (6) 1 stdtzen, wird seit der Mitte des Jahrhunderts meist auf die 
Teilungsaufgabe zuriickgefUhrt, auch in Frankreich und Amerika, nur 
England scheint die schonen EuMidschen Beweise zu bewahren. Eine 
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Zeitlang war es nicht selteD^ den Satz (6) 2 als Spezialfall des Mene- 
loos zu beweisen, der dann seinerseits mit (6) 1 bewiesen wurde. 

Die Benutzung der Ahnlichkeit zur Abbildung von Figuren in ge- 
andertem Mafistabe ist sehr alt (Agypter!) und wurde durch den Pro- 
portionalitatszirkel handwerksmafiig; doch scheint zuerst Eider ausge- 
sprochen zu haben^ dafi je zwei ahnliche Figuren der Ebene mittels 
der Drehung um einen bestimmten Punkt dem Centrum similitudinis, 
Annlichkeitszentrum, als Abbildungen yoneinander aufgefafit werden 
konnen. (Nova acta Petropol. 9 (1777) p. 54.) 

Als Methode geometrischer Eonstruktion mittels Eonstruktion 
einer ahnlichen Figur und Abanderung des Langen- bezw. Flachen- 
maBes (vierte bezw. dritte Proportionate) ist die Ahnlichkeit aueh schon 
den Alten bekannt gewesen, und Eonstruktionen, wie die in einen 
Sektor ein Quadrat zu 1)^schreiben etc., sind auch schon seit unbe- 
kannter Zeit mittels Abbildung vom Ahnlichkeitszentrum aus bewirkt 
worden und haben nicht erst darauf gewartet^ daB man die Methode 
;;Multiplikation^^ taufte. 

Von Lehrbiichem, welche das Ahnlichkeitszentrum Ehder's berQck- 
sichtigen, erwahne ich H, Vincent, Cours de geometric (1827) als das 
friiheste mir bekannte. Hachette, Correspond. Quetelet 7 (1832) p. 84 
verallgemeinert den Satz von „Ch(isle^^ uber das Ahnlichkeitszentrum: 
Zwei kongruente Figuren F und F' sind in der Ebene gegeben^ kon- 
tinuierlich oder diskontinuierlich^ so gibt es stets einen Punkt ly so 
daB F um / gedreht in die Lage F' kommt. Das Ahnlichkeitszentrum 
der Ereise war schon Vieta und Fermat bekannt (s. Taktion). 

Jakob Steiner, Geometrische Eonstruktionen (1833) § 11 hat die 
Ahnlichkeitsabbildung benutzt^ um in einfachster Weise die wichtigsten 
Satze fiber den Feuerbach (s. d.) und iiber Ereisvierecke (s. Viereck) 
zu beweisen. Diese Schrift hat die Aufmerksamkeit stark auf die Ab- 
bildung gelenkt. 

Larrouy, Essai d'une nouvelle throne de la similitude dea fibres g^ome- 
triques. Paris (1836). 

C. Th. Anger, Betrachtungen iiber verschiedene Gegenstande der neueren 
Geometrie, Heft 1 (1839) Danzig. 

G. B. Marsano, Memoria eui triangoli simili. Genova (1846). 

Itochat, Gerg. 2 p. 93. Ein Dreieck, das einem von zwei ahnlichen Dreiecken 
umgeschrieben und dem andern eingescbrieben ist, ist mittlere Proporfcion zwischen 
beiden; wieder entdeckt von Hopps, Education times (1842). 

Correspond. Quetelet 1 (1825) p. 5 und p. 114: Yiei Ahnlichkeitss&tze in all- 
gemeinstei* Fassung, Auszug von Gamier; p. 5 trigonometrisch 1 p. 114 geometrisch 
von Sluys (schon fruher van Swifiden). 

M. E. Midy, Nouv. annal. 3 (1844) p. 77. tJber Bewegung des Ahnlichkeits- 
zentnuns. 
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V. HoUeben und Gerwien, Aufgabensammlung von 1832; desgl. E. BobiUier, 
^l<^ment8 de g^om^iiie (1832) und C. F. A. Jacobi {van Swinden) (1834) enthalten 
sebr viele S3>tize und Anfgaben fiber Abnlichkeit. Etwas 8p9,ter ist La Fremoire, 
(1843) Tb^or^mes et piobl^mes, das sp&ter mit Catalan und scbliefilicb nur von 
Catalan immei wieder erweiterte, oft ziiierte Weik. 

AuB der gleichen Zeit stammen die Werke yon C, Adams. 

Eine wicbtige Scbrift ist die von Rich. BaUzer, Cber Gleicbbeit und Abnlicb- 
keit der Figuren und die Abnlicbkeit derselben; Dresden (1852) und (Auszug) 
CreOe 62 (1856) p. 142. 

H. Hoffmann, Danzig (1847), Grun. 9 (s. Dreieck). Die Aufgabe: Das grGfite 
Dreieck von gegebener Form in ein anderes zu zeicbnen s. Gergonne'B Annalen 
1 und 2. Die Aufgabe, um ein Viereck ein Yiereck von gegebener Form zu 
zeicbnen, ist sebr elegant gelGst von J. Neuberg in Catalan's Tbeor. et probl. 
6. Aufl. (1879) p. 185 1 

J, 0. Gandtner und K. F. Junghans, Sammlung von Aufgaben und Lebrs&tzen 
Berlin (1859), wo HoUeben und Jacobi verwertet sind. 

B. Townsend, Chapters of modern geometry (1863). 

J. Petersen, Nouv. annal. (2) 5 (1866) p. 480. Wenn eine Figur ibre Form 
bewahrt und sicb so bewegt, dafi drei ibrer Geraden dorcb einen festen Punkt 
geben, so alle anderen (Inversion, reziproke Satz). 

/. FaVce, t^ber eine neue Bebandlung der Abnlicbkcits- und Kongruenzs&tze, 
Programm Amstadt (1875). 

E. Cesaro, Nouv. correspond. 6 (1880) p. 377. Man gibt in der Ebene eincs 
Dreiecks a, b, c ein &bnlicbes mit parallelen Seiten und den AbstS,nden x, y, z, 
so ist ax -\- by -\- cz konstant. 

Ch. Laisant, Tb^orie et application des equipollences, Paris (1888). Wenn 
man durcb einen festen Punkt Linien zieht, parallel und gleich denen, welcbe die 
bomologen Punkte zweier &bnlicben Polygene derselben Ebene verbinden^ so be- 
gren%en die freien Ecken wieder ein &bnlicbes Polygon. 

J, Neuberg, Matbesis 1 (1881) p. 106. Sur les figures semblables, id. Nouv. 
Corresp. 6, (1879) p. 65, 72, 219, ibid. 2 p. 73. G, larry, Note von Neuberg, vgl. 
aucb Casey: A sequel to Euclid 5. Aufl. (1889), aucb Midy, 1. c. Sur trois figures 
semblables (ganz elementargeometriscb). Das Dreieck der drei Abnlichkeitt)- 
zentren S^S^S^ beifit Abnlicbkeitsdreieck und sein Umkreis der Abnlicbkeits- 
kreis. S&tze: In jedem elementaren System von drei Figuien, die direkt 
&bnlicb sind, ist jedes Dreieck von drei bomologen Geraden perspektiviscb mit 
dem Abnlicbkeitsdreieck und der Ort der Zentren ist der Abnlicbkeitskreis. Es 
gibt unz&blig viele Triaden zusammenlaufender bomologer Geraden (Petersen) und 
sie dreben sicb um drei feste Punkte Pj P, Pg auf dem Abnlicbkeitskreis und ibr 
gemeinsamer Punkt liegt aucb auf dem Abnlicbkeitskreis. Das Dreieck Pj P, P, 
beifit invariabel und ist dem Dreieck irgend dreier bomologer Geraden invers 
9,bnlicb und liegt mit dem Abnlicbkeitsdreieck perspektiv und die Abst^jide des 
Zentrums von den Seiten von Pj P, P^ sind den Grundverb&ltnissen umgekehrt 
proportional etc. 

J, Neuberg, ibid. 5, Supplement; Sur les figures semblables variables; id.: 
London Math, society proceed. 16 (1885) p. 184; Nouv. annal 17 p 48; Matbesis 
6 p. 97, 148, 196; G. Tarry, Sur les figures semblables associ^es; ibid. 7 p. 161, 
B. H van Dorsten, Application des propri^t^s trois figures semblables. /. Casey* 
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p. 14, Trois figures semblables; ibid. 14 p. 169 Neuberg*, ibid. 16 p. 81, Jerdbek 
(Brdnn); Figures a la fois semblables et homologiques; darin Beweis des Satzes 
von P. Sondat Interm^diaire 2 (1896) p. 202 (vgl. Mathesis 15 p. 266): Wenn 
zwei homologe Dreiecke ihre Seiten senkrecht zueinander haben, so hSJftet die 
Achse der Homologie den Abstand der beiden Orthozentren. 

Dorlet, Bourget 18 (1894) p. 241, Ahnlichkeit im Haume; die elementarsten 
S£Ltze p. 241. Fortsetzung: id. ibid. p. 100; Gleiche Figuxen, sechs Eigenschaften 
der drei Symmetrischen za einer Figur in bezug auf die drei Seiten von ABC^ 
gleiche Figuren im Ranme, Rotationsachse. Ibid. p. 196 F. J., Yier Methoden zur 
Bestimmong des Ahnlichkeitszentrums (463 traces); ibid. p. 79 G. Tarry, Sor le 
d^placement de trois figores semblables. 

F. Viaggi, Battaglini 28 (1890) p. 113. Sulla similitudine de triangoli appar- 
tenenti a due serie. 

P. H. Schoute, Ck)mptes rendus 111 (1870) p. 499. Sui les figures planes 
directement semblables; id. Th^or^mes g^n^rales etc. (SUtze von Bdltzer, Feters^n, 
Casey, Burmester). 

J. Griffiths, London proceed. 24 (1893) p. 181; Note on the centres of simili- 
tude of a triangle of constant form inscribed in a given triangle; dito circum- 
scribed, ibid. p. 369. 

Sarah Marks, Education times 60 (1894) p. 622. 

E. Cominotto, Periodico 1 (1896); 2 (1896) p. 69. Una dispositione parti- 
colare dei triangoli simili. 

Inycrsion und Ahnlichkeit in eigenartigem Dualismus betracfatet von: 

J. Mackay, Edinb. proceed. 6 (1887) p. 69. 

C. W. L. Barlaw and G. H. Bryan, Geometry of the similare figures and 
the plane (1895). 

£s muS zum SchluS auf die axiomenkritische Behandlung der 
Kongruenz- und Ahnlicnkeitslehre durch Veronese, Ingrami, Hilbert etc. 
hingewiesen werden. Die Gultigkeit des EuJdidHchen Beweises filr den 
ersten Kongruenzsatz ist oft und schon friili angezweifelt worden. Ich 
erwahne E. Bonnesen, Tenseignement 6 (1904) p. 284: Remarques sur 
ridee de congruence. 

24. Teilung der Streoke. Yon der harmonischen Teilung und 
Involution als im wesentlichen zur projektiven Geometric gehorig sehe 
ich hier fast voUig ab und treflte aus der unendlichen PftUe eine Aus- 
wahl. Grundlegend fiir den Begriff des Streckenbruchs ist HelmJioltz, 
Zahlen und Messen, Festschrift fiir Ed. ZeUer (1887) p. 17, zusammen- 
treflfend mit Felix Klein. Zuerst hat Legendre den Streckenbruch als 
Zahlenbruch aufgefaSt, siehe auch J. Knar'a Anfangsgrilnde von 1829. 
Der Begriff des Verhaltnisses gehort mehr der Arithmetik als der Geo- 
metric an, und daher hat sich z. B. StoU (Genieiner) in seinen be- 
kannten Vorlesungen und H. Weber im 1. Band seiner Enzyklopadie 
ausfiihrlich damit befafit. 

Da die Inkommensurabilitat und damit das Archimedische Prinzip 
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zu Bedenken VeranlaBSung gibt^ hat J. Mollerupy Eppenhagen, in einer 
interessanten Arbeit im Anschlufi an Hilberfs Orondlagen die Propor- 
tionen in den Annalen 56 (1903) p. 277, axiomenkritisch behandelt 
ohne den BegrifiF ^^Yerhaltnis^^ zu definieren. Aber schon zehn Jahre 
vorher hat E. Kupffer, Dorpater Naturforschergesellschaft (1893) p. 373 
beide Elippen vermieden, wie auch A. KneseVj Sitznngsbericbte der 
Berliner mathem. Gesellschaft 1 (1902) p. 4. Auf Kupffer macht 
F, Schur, Zur Proportionslehre, Annalen 57 (1903) p. 205 aufmerksam. 
Sehr eingehend ist die Behandlung der Proportion bei J. de Gelder, 
]^lements de geometrie 2. Auii. (1817); siehe auch aus dem NachlaB 
von Leibniz, GerJiardt Bd. 7, De magnitadine et de mensara and De 
ratione et proportione, TgL anch Eug. Argenti, Teoria delle mesura e 
della proportionalita (1871). 

a) Teilung ttberhaupt: 

Gerganne {P. F. Sarus), Gerg. 16 p. 98—97 ohne Farallelen sthr hrauchbar 
filr die Schule M. A. Voruz, Biblioth^qne univerBcUe (1824) Mai. Vierte Propor- 
tionale: J. Weihrauch, Grtm. 46 (1886) p. 887 (ZuBammenbang mit HOhen- 
Bchnittaatz). 

M. Sternberg, Grun. 69 (1888) p. 216 (V^) einfach (eine Halbierung). 

Die elegante Auffindong des n -\- 1 TeiLpnnkts, wenn der nte gegeben ist, 
z. B. bei Strempel, Programm 1903 s. Trisektion, findet sich schon bei Meibomius, 
vgi. Cambridge 2 (1841) p. 47. 

Vierte Proportionale mit dem Ziikel allein (Mascheront) Delahaye, Mathesis 12, 
p. 167 (Kreise um mit a and 6, Sehne BB' des Kreises a gleich c, um B und 
B^ Ereise mit beliebigen aber gleichen Badien schneiden, den Kreis & in m und 
in', 80 ist a : 6 "» e : mtn, da Dreieck BOm ^ B' Otn, also BOB' oo mOm\) 

A. Leschevain (vor Steiner, nach Brianchon und Gh. Sturm) ^ Correspon- 
dance QueteUt 2 (1826) p. 268; Strecke halbieren mit Lineal bei gegebener Pa- 
rallele und v. v. Brianchon, Application de la th^orie des tranByersales, Paris (1818) 
p. 37; Stwm, Gerg. 16 (1826) p. 266; J, Steiner, Geometrische Konstruktionen (1833). 

Strecke in Abschnitte, die sich verhalten wie a^ : 5** (Winkelhalbierende), 
F. Btumier, Nouvelles annales (2) 11 (1872) p. 141 a* : 6'; Crerono a* : b* etc. 
a" : 6" (projiziert man im rechtwinkligen Dreieck mit Katheten a und b ihre 
Projektionen auf die Katheten usf., so ist bei der n — 1 Operation p„-i '• ^„^t 
= a" : 5"). 

Matmce d'Ocagne, Nouv. annal. (8) 2 (1888) p. 497 n positive oder negative 
ganze Zahl; wenn n gerade durch Symmediane, ungerade durch Bisektriz; ele- 
ganter von Baitbals, Bourget 1(1886) p. 81. D. Besso, Periodico 2 (1887) p. 68: 
Wenn BA'iAC^ifib^ etc., so schneiden sich A A etc. in. x^ so dafi 

^^Ax^"^ Minimum. 

Mit dem Lineal allein: Brianchon und Steiner (1. c). 

Mit der fausse-^querre {Eichtseheid) : J. N, Noel, Correspond. Quetelet 6 (1829) 
p. 216. 
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b) Iiieoiiimeasnrabilit&t: 

E. de Amicis, Rivista di Peano 5 (1896) p. 110. (Kritik) E. LSger, Ltauville 1 
(1836) p. 93: Die Samme der Beste hat stets eine Grenze z. B. bei Seite und Diagonale 
des Quadrats int dicsc Grenze die halbe Diagonale. Maurice d'Ocagne, Baurget 
(1879) p. 103 }/*2 in Kettenbruch entwickelt durch Potenzeatz (Hauser). 

e) Mittlere Proportionale: 

Die ber&bmte sogenannte Gouzyache Konstruktion: Nouv. annal. 16 (1857) 
p. 126; dorch E. Bordage, Bourget 9 (1885) p. 75 wiedergefunden, schon Gmnert 2 
(1842) p. 828 von L. A. Kunze (Weimar), aber sie findet sich schoD in einem Brief 
von Thorn. Strode votn 3. Nov. (1C84), in WaUis Algebra ins Lateinische liber- 
setzt, Opera matbematica 1 (1695) p. 2.)9— 301, wie Mackay bemerkt hat. 

AB = a, BC= AD =b. 

Um C und 1) Kreise mit b, Schnitt in E^ so ist AE bezw. BE die mittlere Pro- 
portionale (Fig. 24). 

Dieselbe Konstruktion; La CoUette^ Mathesis 12 (1892) p. 192, vgl. aber auch 

Adams, Merkwurdige Eigenschafben des Drei- 

-^ ecks (1842) und Baltzei-, Elemente § 6, 3. 

/ Boutin, Bourget 10 (1886) p. 250; Ge- 

/ meinsame Tangente zweier sich von aufien 

/ berGhrender Ereise mittlerer Proportion zu 

^^ "^ iSf ' den Radien was n. a. Referent seit seiner 

yjg 24. Schulzeit bekannt war. 

AUe drei Proportionen arithmetische, 
mittlere, harmonische, d. h. 

2g-» = a-* + b-\ 

O. Terquem, Nouv. ann. 5 (46) p. 876. Des trois mojennes etc. d'apr^ Pappus. 
CI. Thiry, Mathesis lip. 254. Dritte Proportionale xb »= a\ sehr elegant. 

d) Der goldene Sehnitt: 

E. lAger, Correspond. Quetelet 9 (1837) p. 483, Verhaltnis dorch den Ketten- 
bruch [1, 1]. Die Grenze der Summe der Reste bei Aufsuchung des gemeinsamen 
Mafies zwischen major und minor ist der Major. 

Grunert, Grwii. 4 p. 15; Analyse des goldenen Schnittes. 

A. Zeising, Neue Lehren von den Proportionen des menschlichen Kdrpers 
aus einem bisher unbekannt gebliebenen und die ganze Natur und Eunst durch- 
dringenden Grundgesetze. Leipzig (1854). 

Th. Wittstein, Der goldene Schnitt, Hannover (1874). L. Sonnenberg, Der 
goldene Schnitt, Beitrag zur Geschichte der Mathematik und ihrer Anwendungen ; 
IVogramm Bonn (1881;. A. Zeising, Der goldene Schnitt, aus seinem Nachlafi, 
Halle (1884). 

F. X. Ffeifer, Der goldene Schnitt und dessen Erscheinungsformen in Mathe- 
matik, Natur und Eunst, Augsburg (1885) geht noch weiter als Zeising {Lami- 
sche Reihe 12 368 ... als N&herungswerte Mr die goldenen Schnittverh&ltnisse, 
der botanische Abschnitt von Wert). 

M. WeidenhoUer, Grun. (2) 4 (1887) p. 106; TT. SchuUz, Die Harmonic in 
der Baukunst, Hannover (1891); BerrUs, Bourget 17(1898) p. 132; E. Lemoine^ 
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desgl. p. 130; CI. Thiry, Matbesis 14 (1894) p. 22 (Einige EigenBchaften etc.). 
Schdttler, Uber eine mit dem goldenen Schnitt im Zusammenhang stehende Kreis- 
gruppe, Progr. Giltersloh 1867. 

Historisch: 

Luca PacioU (s. M, Cantor), Divina proportione, nach der venetianischen 
AuBgabe von 1509 berausgegeben, dbersetzt and erl3.atert von C. Winterberg, 
Wien (1896). 

/. Petersen, Sectio rationis (ApoUoniiis) Metboden und Tbeorien {v. Fischer- 
Beneon 1879). 

F. von Liihmann, Sectio rationis, sectio spatii et sectio determinata des 
ApoUonius etc. Programm Ednigsberg Neum. Nr. 73 (1882). 

22. E. Anderson, Edinb. matb. society proceed. 15 (1897) p. 65. Extension of 
tbe medial section {AB in C, so dafi AB • BC =^ pAC^ (siebe aber D. H. Ems- 
mann, Hoffmann 5 (1874) p. 289. Aus Zur Sectio anrea Osterprogr. Stettin 1874). 

C. A. Laisant, Edinb. matb. soc. proceed. (1899) (1900) p. 99. Problfeme de 
la section de raison. 

Die vielen Versuche, den fur die Schiiler schwierigsten Begrifi^ 
den des StreckenbnichS; einfacher als Euklid und doch streng zu be- 
handeln, gehoren in die Philosophie der Mathematik^ bezw. fehlen sie 
in keinem Lehrbuch. 

Referent erw&bnt D. Chelini, Giomale arcadico (1837) Teoria deUe quantitate 
proporzionale (aucb bistoriscb). 

J. M. C Duhamel, ^l^ments de calcul infinites, cap. 1. 

0, Stolz, Insbrocker Bericbte 12 (1882) p. 74. Zur Gescbicbte der Alten, ins- 
besondere uber das Axiom des Archimedes, N. Trudi, BattagUni 1 (1863) p. 337 
(Rettung Etiklid's; B.Hoppe, Grun. 62 p. 153, vgl. 55 p. 50, rein geometriscbe 
Proportionslebre. Messenger 2 (1873) p. 155: Tbe treatise of proportion by tbe 
association for tbe improvement of geometrical teacbing {Glaisher), Bericbt der 
Eommission fiir den ^Syllabaa", eine Einigung kam nicbt zustande; Glaisher gibt 
die einzelnen Beferate. Sana e d'Ovidio, Elementi di geometria 2. edit. Napoli 
(1870). Faifofer, Element, di geom. 3. Anfl. (1882); G. Beam, Element, di 
geom. Matbesis 10 (1889) p. 73. E, Bettazei, Periodico 7 (1892), La definizione 
di proporzione ed il 5. libro di Euclide; Mctga Simon (Strafiburg i. Els.), Elements 
der Qeometrie etc. (1890) p. 72; /. M. Hill, Education times 63 Nr. 13466, Beweis 
fibr Euklid 5 Prop. 9, 16, 22, 23, nur mit S&tzen uber gleiche Yerbftltnisse. Auf 
die Lebre von den Proportionen im engliscben Unterricht bat grofien Einflufi 
geiibt De Morgan^ Connexion of number and magnitude. 

H. Ddbriner in seinem .„Leitfaden'' (1898) versucbt den Begriff der Proportion 
durcb den der Fl&cbengleicbbeit zu ersetzen, wie lange vor ihm Essen, Grun, 22. 
Die Irrationalit&t zu vermeiden, versucbt A. Bamsay, Helsingfors, Pedag. f^rening. 
tidscrift (1884); Proportionsl&ran i geom. 

G. J. HoOel, Nouv. annal. (1871) p. 289 scbl&gt vor: Zwei GrOfien x und q>(x) 
Bind proportional, wenn 9 (^ + ^) ^ 9(^i) ~h 9(^)- 

Hierher gehort anch zu dem EtMidBchen Beweis (bezw. Aristotdes) 
der Inkommensurabilitat yon Seite und Diagonale des Quadrats der 
Ton Hobe und Grundlinie des gleichseitigen Dreiecks ]/3; M<ix Stmon, 
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Elemente der Geometrie mit Riicksicht auf die absolute Geometrie 

(1890), aber schon bei Breischneider, Grun, 3 (1842) p. 440, derselbe 

Gedankengang. 

e) InYolntion. 

A. Jacobi, Crelle 31 (1846) p. 45. 

Untersachangen fiber das ImaginSxe in der Geometrie Ton Dr. F, Augtisty 
Programm Berlin (1872); Alfred Leman, Beitragc zum matbem. Unterricht in den 
Oberklassen, Programm Mulbausen (1898). 

Tlarmoniscbe Teilung, Involutionssatz von J. J. Walker, Education, times 
Nov. (1870), bewiesen von T. Fuortes, Battaglinl (lb7l) p. 49. Es sei aucb hin- 
gewiesen auf Atan. Lcisala, La theoria de los lineos proporcionales (1880); 
R, D. Bohannan, Annals of mathematics 1 (1885) p. 121; barmonische Teilung, 
Relation zwiscben den 6 verscbiedenen Strecken, sebr vollstandig; Dietrich, BlS»tter 
fur bayriscbes Gymnasial- und Real-Scbulwesen (1883) p. 7, Apparat zur harmo- 
niscben Teilung. 

Eb sei zum Scblufi bingewiesen auf Veronese (1897); Hilbert's Grundlagen 
der Geometrie (1895) § 15 und 16 und Ingrami. 

Den Zusammenbang der barmoniscben Teilung mit Pascal und Brianchcn^ 
8. Brianchon cab. 16 (1806) p. ;^01 du journal de T^cole poly technique; Sur les 
surfaces courbes du second degr^. 

Das Zentrum des barmoniscben Mittels {Maclaurin\ dessen Theorie Poncelet 
in den grofien Abbandlungen (nicht elementar) im Crelle begriindet, elementar von 
Kohler, Bourget (1879) p. 225, 237 etc. Zusammenbang mit der Involution p. 821 ; 
dito Verbessem, Matbesis 14 (1894) p. 251. 

Zur barmoniscben Teilung (elementar): Brianchon, M^moire etc.; Poncelet, 
Traits ; J. Gamier, Theorie ^^mentaire des transversales (1827); C. Th, Anger, 
Betracbtungen etc. Danzig (18H9) 41; C. Adams, Die barmonische Teilung, Winter- 
thur (1843); Schnuse, Die Theorie der anbarmoniscben Verb&ltnisse, die barmo- 
nische Teilung und die Involution aus CJtashs, Traits de g^om^trie superieur 
(1856). 

E. Catalan, Th^or^mes et probl^mes; Botiche et Comberousse, Traits (1864) 
Appendix 2; J. Geiser, Einleitung in die syntbetische Geometrie (1869). F.X.StoU, 
Anfangsgrfinde der neueren Geometrie (1872). Seitdem ftuBerst h&ufig in den 
Lehrbucbem. 

Sebr Tollst&ndig barmonische Teilung und Involution bei J. Casey, A sequel 
to Euclid (1881) section S, 4, 0; aucb bei Hetirici und Treutlein. 

Dafi das barmonische Strablenbuschel im Raume schon von den alten Griecben 
benutzt wurde, bemerkt C. Taylor, Messenger (1881) p. 112. 

T. Fuortes. Battagl 9 (1871) p. 49; Beweis des Satzes von Walker, Education 
times (1870). Seien A, By C drei Punkte in gerader Linie und A'A{BC)\ 
B^ B(CA) etc. barmonische Systeme, so ist 1. AA' iJB' C) harmonisch etc. 2. Die 
secbg Punkte bilden drei andere Involutionen, in denen A A', BC , CC drei ent- 
sprecbende Paare. 

Kobert, Die Harmonikalen, Programm Pyritz (1878). 

JP. Wrzal, Zeitscbrift fur Realschulwesen 10 p. 93; Zur Konstmktion des 
arithmetiscben, geometriscben und barmoniscben Mittels (mit Parabel). 

£s sei nachdrUcklich auf die bedauerlicherweise wenig bekannten 

Schulbflcher von A. Milinotvski bingewiesen, in denen, wie aucb in 



25* SchwerpuiUtt. 17T 

seiner Elem.-synthet. Geom. der Eegelschnitte, Tenbner 1882, die har- 
monische Teilung und Verwandtschaft, sowie die Involution sehr aus- 
fdhrlich behandelt ist. 

26. Sohwerpunkt. Schwerpunkt als Zentrum der mittleren Ent- 
femungen ist wohl zuerst von VHuilier in der Polygonometrie und 
von Camoty Geometrie de position geometrisch behandelt, analjtisch ist 
er bestimmt als Punkt, dessen Eoordinaten den Durchschnittswert derer 
der Punktmenge haben; daB der Schwerpunkt auch elementargeonie- 
trisch behandelt werden kann, sehe man z. R in CcUalan'B theor^mes 
et problemes. Der Name ,,Centre des mojennes distances^^ findet sich 
zuerst bei Carnot (Correlation (1801) Nr. 209) und in den folgenden 
die Theorie, Nr. 213 die Hauptformel 

bezw. wenn 

Bertoth, Correspond. Hachette (^cole polytechnique) 1 (1807) p. 229. Die 
Lagrangeschen S&tze: M^moire de Berlin (1788) p. 290 

2"^ OKt' - CS*".- «* ~AA/) ■■ 2"^ - OS* 2"* «*«•• 

wo a^ beliebige Faktoren (Massen). 

Blondat, ibid. 2 Nr. 3 (1811) Jan. p. 267; elementar. Guldinsche (Papptut) 
Kegel. Satz fiber das Volumen des schr&g abgeschnittenen Prisma bezw 
Zjlinder. 

F. J, Servois, 12 p. 17 der Solutions pen connues (Ojeronamsches Problem) 
Verbindet man die Mitten eines Dreiecks und wiederholt diesen Prozefi fort- 
w&hrend, so ist die Grenze S; von: 

Querret, Gerg. 14 p. 378 schlagend einf.ich auf beliebige Yielecke ausgedehnt, 
vgl. dazu J. G. Darboux, Bulletin Darboux (1878) p. 289. Sur un probl^ine de 
g^om^trie ^l^mentaire. 

0. Birard, Gerg. 8 p. 192; Schwerpunkt des Vierseits und vierseitiger Pyra- 
mide; ders. opuscula matbem. Paris (1810), Bestimmung fQr Polygene. L'Huilier, 
Gerg. 3 p. 196, Schwerpunkt einer Doppelpyramide, der, Gerg. 2 p. 72, den 
Schwerpunkt des sphHrischen Dreiecks, (aber nicht elementar) behandelt hat. 

G. C. Gerono, Gerg. 17 p. 830; der Schwerpunkt der Oberfl&che des Tetra- 
eders ist das Zentrum der Inkugel. 

Ch. J. Brianchan, LiotmUe 4 (1839) p. 386; Note sur le centre de gravity du 
tronc de prisme. Alle Mitten der parallelen Kanten liegen in einer Ebene und 
in ihr liegt der Schwerpunkt. 

Ch. Jgn. Giulio, Liauv. 4 (1839) p. 346; Sur le centre de gravit.^ d^une por- 
tion quelconque de surface sph^rique. Die HOhe des Schwerpunktes fiber der 
Ebene irgend eines Hauptkreises der Kugel verh&lt sich zum Radius wie die Pro- 
jektion der Fl&che zur Fl&che selbst (Integralrechnung). 

L. 8, Ferriot^ lAouv. 7 (1842) p. 59 (elementar) Der Schwerp. des sphSjischen 
Dreiecks und sph&rischer Pyramide (Eugelsektor), aber ibid. p. 616 zeigt Besge 
die Inexaktheit und beweist die Formel von CHulio einfach. 

Simony EHementargeomatrie. 12 
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E. Brassine, Liauv. 8 (1843) p. 46; Centre de gravity de Taire et du contour 
dW polygone circonscrit. 

Grunert, Gi-un. 3 (1843) p. 61; Schwerpnnkt der Kngelzone in der Mitte 
der Achse. 

Franz SeydewUz, ibid. 8 (1846) p. 174. tTber einige Eigenschafben des Pnnktes 
der kleinsten Entfemung. 1. J, Eschiceiler, ibid. 3 p. 8; Scbwerpunkt eines Po- 
lygons aus den Koordinaten seiner Ecken; p. 6, Scbwerpunkt eines spb&riscben 
Dreiecks bezw. Sektors (elementar). 

A, Watelet, Nouv. annaL 7 (1848) p. 441. Scbwerpunkt eines Systems von 
n Punkten, zugleicb der der S^ der n darin entbaltenen (n — 1) Ecken. 

e/l Walker, Quarterly journal 9 (1868) p. 36; Scbwerpunkt des Yierecks und 
Trapez; ^' Mitte von BD, Jf von AC, AP ^ CO, BQ ^ D0\ so liegt der 

Scbwerpunkt S im Scbnitt von QM und NP. Fiir 

Trapez: Man verl&ngert jede Parallele nacb beiden 

Cj^ — ^ / \ Seiten um die andere und verbindet tlber Ejreuz, 

so ist 8 der Scbnittpunkt. Der Haupteatz scbon 
bei B^ard, (Fig. 26.) 

B. Most, Onm. 49 (1869) p. 867. Scbwer- 
punkt der Doppelpyramide, des Pyramidenstumpfes 
und der schief abgeschnittenen Pyramide ganz 

JB^ ^^-A elementar; idem p. 366 beliebiges Polygon und 

w ^ Polymer (Yerschiebung des Scbwerpunktes wenn 

sicb AB im Baum verscbiebt). 
E. C<Ualan, Th^or^mes et probl^mes; Beweis des Satzes von Lagrange, bezw. 
Camot und die scbon bei Camot und Meyer Htrst^ (geometriscbe Aufg. 2 (1807) 

p. 386) gezogene Folgerung, dafi, wenn ^OAj^ konstant gleicb iC', der Ort von 

ein Ereis um S mit Badius B, so dafi 




«. B. 6. Aufl. (1879) p. 87; «. aucb Casey, A sequel to Euclid (1881) p. 26 etc. 

JT. Fresenitts, Hoffmann 6 (1874) p. 112; Greometriscbe Bedeutung des Scbwer- 
punktes. 

B, Tucker und Kitchen, Education times (4148) 20 (1874) p. 62 und 63; Legt 
man in den Ecken ABC und den H5benfafipunkten P, Q, B, Massen proportio- 
nal Bin* A etc., cos' J. etc., so f9Jlt ibr Scbwerpunkt mit dem des Dreiecks zu- 
sammen. 

Ch. Laisant, Nouv. correspond. 2 (1876) p. 64; A, B, C, etc. G ibr S^ B irgend 
ein Ereis um 6r, so ist die Summe der Potenzen des Ereises B in A, B, C, etc. 
gleicb GA* + GB* -] 

G. Dostor, Nouv. correspond. 6 (1879) p. 187 ; Eonstruktion des Scbwerpunktes 
des Umfangs eines beliebigen Yielecks. 

Victor ScMegel, Schlomilch 21 p. 460; Grundeigenscbaften des Scbwerpunktes 
in Ebene und Baum {Grafimann'B Ausdebnungslebre). 

B, Hoppe, Grun. 64 (1879) p. 439; Scbwerpunkt eines Yielecks. 

P. Johnen (im Grwnert steht irrtiimlicb Johnen), Grun. 66 (1880) p. 221; 
E sei Scbnitt der Diagonalen CE ^= AF, Dreieck BBF, denselben Scbwerpunkt 
wie ABCD, aber scbon Anonymus, Quart, joum. 6 (1864) p. 127 vgl. dazu Note 
von J. J. Sylvester p. 180. (Pig. 26.) 
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F. X. StoU, Grun. 66 (1880) p. 440. Schwerpunkt des Vierecks. 
J. P. Weinmeister, Hoffmann 18 (1887) p. 107; Schwerpunkt dea Mantels des 
Bchiefen Zylinders. 

E. Cesdro, Nouv. correspond. 6 (1880) p. 472. Verallgemeinerung des Satzes 
von Pappus {Cbasles, Aper9UB p. 44). Ein Dreieck, dessen Ecken die Seiten eines 
Dreiecks gleichm&fiig in gleichen VerhlJtnissen 
teilen, hat denselben Schwerpunkt, ibid, von J. 
Neuherg auf beliebige Poljgone ausgedehnt, aber 
derselbe Satz schon von Ch. Laisant, Eongrefi 
zn Havre der association fran9. pour Tavance- 
ment des sciences (1877;, vgl. dazu auch BSsal, 
Nouv. annal. (2) 20 (1889) p. 337. *Der Satz ist 
ein Spezialfall des Satzes von Haton de la Gou- ^j 26. 

pillihre (s. n.). Cesaro und Neuherg bewiesen ifan 

elementar, Laisant mit Quaternionen , vgl. auch Laisant und Neuberg, Mathesis 
1 p. 169; 2 p. 69. Laisant verallgemeinert ihn: Bulletin de la soci^t^ math^m. 
de France 10 (1882) p. 40 auch auf windschiefe Vielecke und beweist den Satz: 
Wenn alle Ecken um parallele Achsen rotieren, so verharrt Sy dazu E, Laquiere, 
ibid. p. 132. 

B. Hoppe, Grun. (2) 11 (1892) p. 361; Der Schwerpunkt des Dreiecks als 
Schwerpunkt eines Systems von Yierecken. 

H. van Aubel, Mathesis 11 p. 266 elementar. Wenn ein Punkt A^ eine Yer- 
schiebung erleidet, A^B^, so G nach G^, so dafi GG^^^ A^B^ :n und par- 
allel AiB^, 

Maurice d'Ocagne, Annal. de la soci^t^ scienc. de Bruzelles Jahrg. 9 (1886 — 
1886) p. 237; 0;?anam8ches Problem, vgl. Q^erret 

J. N. Raton de la Goupilliere, Soci^t^ mathem. de France (1893) 16. Febr. 
Gegeben irgend ein ebenes Vieleck von n Ecken; man verbindet die Ecken von 
k %\x k und konstruiert auf diesen nStrecken jpEcke, die alle unter sich &hnlich 
sind, dann ist der Schwerpunkt der np Ecken dieser n Polygene derselbe wie der 
des gegebenen; mit Gra/Smannscher Au8dehiiung»lehre beweist ihn Victor Scfilegel 
ibid. (1893) 6. April. Ygl. auch seine Arbeit Nouv. ann. (3) 17 (1898) p. 383. 

G. Lazzeri, Supplemento al periodico di matemat. (1&98), II baricentro d'un 
sistema di punti. 

A. Mannheim, Bulletin de la socit^t^ math<§mat. de France (1899) p. 148. 
Schwerpunkt des Trapez und des Dreiecks, gebildet aus der grofien Parallele nnd 
den Parallelen zu den Diagonalen durch die Enden der kleineren Parallelen fallen 
zusammen (auch mit PAB); F. Caspary, ibid. (1900) p. 143. Beweis und Yer- 
allgemeinemng auf jedes Yiereck. 

Der Lai8ant(Brocard)sche Satz, auch der von Weill (s. Schliefiungsproblem) 
im Eap. 4 von Mc. CleUand, A treatise etc. (1891). 
GiMinsche Begel, s. auch Yolumen. 

Die (rtii^insche Regel bei Pappus, Collectanea mathem. Einleitung zum 
7. Buch {KlUgel) findet sich ausgesprochen bei Guldin, De 'centre gravitatis (1636 
— 1642), aber nicht bewiesen. 

Meyer Hirsch, Geometrische Aufgaben 2 (1807) § 170, 171, 172, verftllge- 
meinert § 176. Wenn irgend eine gerade oder krummlinige Figur sich l&ngd 
einer geraden, krummen oder doppelt gekriimmten Linie so bewegt^ dafi sie immer 
auf der Richtung ihrer Bewegung senkrecht bleibt, so gibt das Produkt der er- 

12* 
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zeugenden Figur in den Weg ihres Schwerpunktes die Fl&che des beschriebenen 
KOrpera. Die Guldinsche Kegel und ihre Verallgemeinerung von § 168 an bis 
§193 vielfach zur YolnmbeBtimmung benutzt. Elementarer Beweis der Cruldin- 
schen Regel bei BaUeer 5 § 11 nnd 13. 

G. Dostor, Mathesis 1 p. 157. (UmdrehangskOrper.) 

G. Konigs, LiouviUe (4) 6 (1889) p. 321 (nicht elementar), Erweiterung der 
Cruldinachea Kegel; dazn J. Hadamard, Bnlletin de la 80ci^t(§ math^mat. de 
France 26 (1898) p. 264. 

Yerallgemeinening des Schwerpunktes (Zentrum der kleinsten Quadrate, 
Punkt von Gaufi). Bertot, Comptes rendus (1876) 1. Sem. p. 586; Matir, d'Ocagne, 
Journal de IMcole polytechnique Gah. 68 p. 7 und 2*^; Epsanet, {Laisant) Inter- 
mt^diaire des mathem. (1899) p. 20; Duporcq[^ ibid. p. 22. J. Neuberg, Annales de 
la soci^t^ scientifique de Bruxelles 28 p. 26; idem, Nieuw Archief v. Wiskunde (2) 
4 (1900). Baryzentrische Podaire etc. dort LUeratur. 

Historisch: 

Dam. Piani, Boncompagni Bulletino 1 (1868) p. 41 (ders. Memorie de Bo- 
logna 10 (1870). 

26. Transversalen. Die Lehre von den Transversalen^ begrQndet 
durch Desargues und Ca/mot^ geht allmahlich (Oeometrie segmentaire) 
in die projektive Geometrie fiber; sie stlitzt sich anf den Menelaos und 
Ceva^ bezw. auf den Satz vom voUstandigen Vierseit und seinen Dia- 
gonalen^ der schon den Aiten bekannt war; noch einfacher auf den 
iiinussaie. 

Das fundamentale Werk ist Carnot, Essai sur la th^orie des 
transversales (1806) als Suite des m^moire sur la relation etc.; es 
stammt aber wohl aus 1796 und ein groSer Teil der Satze finden sich 
in der Geometrie de position, der sogenannte Camot&ahe Satz yom 
Schnitt eines Dreiecks bezw. Polygons durch Ereistransversale bezw. 
Eegelschnitt bezw. Eurve (Potenzsatz) ist Lehrsatz 3 und 4 des essai 
und 13 der g^om. de pos. (2. Teil), bei Camot finden sich ohne histo- 
rische Notizen Meneiaos, Ceoa, harmonische Eigenschaften des Yierseits, 
Eonstanz der Doppelverhaltnisse, alles voUig elementar. 

Weitere Ausfiihrung: A. L. CreUe (1816); Cber einige Eigenschaften des ge- 
radlinigen Dreiecks etc. {BrocardBcher Punkt). J. Gamier, Th^orie ^l^mentaixe 
des transyersales (1827); sehr reich sind die beiden Werke von C Adams, Die 
Lehre von den Transversalen, Winterthur (1843) und die harmonischen Verh&lt- 
nisse (1843). Yiel Material auch bei 0. F. J.. Jacobi im Anhang zu van Swinden 
(1834) Th, Anger (1839) Danzig Heft 1 und 2; C. 6?. Beuschle (1863). 

Von neueren Werken: F. Creiaer, Einleitung in die synthetische Geometrie 
(1869). F. X. StoU, Anfangsgrunde der neueren Geometrie (1872); J?. Totcnsend, 
Cht^t&TB on the modem geometry etc. (1863) t. 1; (1865) t. 2. 

Fiir die Anwendung auf Probleme der Geometrie sind grund- 
legend: 
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F.J.Servois, An 12; Solutions pen connues, und Ch.tT, Briunchon, Appli- 
cation de la Th^oiie dee transversales, Paris (1818), auch als Anhang bei Adams, 
Transversalen. 

Der Aosicht Chasles\ der nach den Angaben Pappus' die Poris- 

mata des Euklid restituierte, hat sich H, G. Zeuthcn, Fra mathematiske 

histor. 2 und 3, Zmfhm Tidsskrift (4) 6 (1881) p. 97 angeschlossen, 

danach enthielten sie die Grundlagen der Transversalentheorie und 

damit die projektive Behaudlung der Eegelschnitte. 

Gerganne, Gerg. 9 p. 277, Satz von ihm (FrSgier. etc.) EcktransTorsalen durch 
Punkt P fiir Dreieck ABC 

PA' ,PB' _ 1 / -P^ I 9\ 

AA' "•" BB + • • • - ^? XaaT -T'^^) 

entsprcchend fiir Tetraeder, sehr einfach bewiesen von ValUs, Gerg. 12 p. 178. 

Vecten, Gerg. 9 (1819) p. 293; eine Reihe von Satzen fiber Kollineation fiir 
Drei- und Vierecke nach Art des Menelaos. 

L. A. S. Ferriot, ibid. J 7 p. 141; u. a.^ 3 Grerade durch P schneiden lAie 
Schenkel eines Winkela S in A, A\ A''; B^B, B" sei {A'B'\ B A") = C etc., 
so sind C, C, C kollinear mit B und umgekehrt (Po^coZscher Satz.) 

Desargues Satz von den homologen Dreiecken durch Hineingehen in 

den Raum^ vor Staudt] Nerenlmrger, Correspond. Quetdet 3 (1827) p. 65; 

durch Menelaos, Manderliet^ (wie vorher Servois 1. c); ders. p. 66, Trans- 

versalensatz uber Dreiecke auf derselben Basis; ibid. p. 121: Werden 

iiber den Seiten eines Dreiecks als Diagonalen Parallelogramtne kon- 

struiert, deren anstoBende Seiten zwei festen Richtungen parallel sind, 

so sind die 3 anderen Diagonalen kollinear. Satz als Frage gestellt^ 

bewiesen von A, Lechevaui'^ ibid. p. 123, T. Olivier: Wenn auf 3 Strahlen 

zwei beliebige Punkte auf jeden zu je zwei und zwei verbunden 

werden, so liegen die 6 Schnittpunkte in einer Geraden. (Note von 

A. Quetdet)'^ ibid. 4 (1828) p. 3, Satz von A. Lhy: Wenn eine Gerade 

zwei der Gegenseiten eines windschiefen Vierecks proportional schneidet, 

so schneidet sie jede Gerade, welche sie und das andere Seitenpaar 

trifft, im selben Verhaltnis; damit Beweis des Satzes von BobiUier 

liber die Halftung der Tetraeder (s. d.); ibid. 8 (1835) p. 56, Ghasles, 

Transversalensazt iiber 2 Strecken im Raum (ganz elementar). 

A. Queteletj Academic Brnxelles (1827) p. 49; eine ganze Reihe von S&tzen 
iiber ein- und umgeschriebene Polygone, welche er durch stereographische Pro- 
jektion in regulSore transformiert. 

C. A. Jacobi, Anhang zu van Swinden (1834) p. 340. (Gleichschenklige 
Dreiecke uber den Seiten etc.); dazu H. Simon, Hoffmann 17 (1886) p. 410. 

D. Crregory, Cambridge joum. 1 (1839) p. 87, Transversalens&tze. 
0. Gandtner, Programm Greifswald (1862). 

F. Profi, Grun. 18 p. 120 2 nicht uninteressante S9»tze. 
J, Steiiier, Gerg. 19 (1828) p. 37; ohne Quellenangabe der Satz: Liegen die 
Punkte A\ J5', C auf den Seiten A, B, C und ist 
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80 Bchneiden sich die 8 Lote in A\ B', C in einem Punkte und v. v. und fur die 
Kugel (Note) cob AB' cobBC cos CA' «* cob BA' ... 

0. Schlomilch, Schlom, 1 (1856) p. 122, reziproke Satze zum Schwcrpunktssatz 
im Dieieck und Crau/Sschen Satz im Viereck, verallgemeinerter Beweia von Baur, 
SchUhn. 2 p. 192 {Defiargmti' Satz vom voilstSudigen Vierseit). Schlomilch, ibi. 1, 
p. 317. Beweis des Rauptsatzes der T-Tbeorie. 

ii\ V. Hunyady, ibid. 7 d. 268, Madavrinecher Satz: Wenn durch S von 
ABC eine Transveisale gezogen wird, welche CB in U, BA in W und die Ver- 
l&ngenmg von CA in V schneidet, so ist i75" * + VS ^= WS~^. 

F. Geiser, Einleitung etc. (1869). 

S. Brauns, Zur Lebre von den Dreieckotransversalen, Programm Scbwerin 
(1860). Jede Ecke mit den 4 Berubrungspunkten der Kreise (vgl. Nagel). 

B. Most, Grun, 50 p. 238; Zur Lebre von den Trans versalen im Dreieck und 
dreiseitiger Pyramide. 

E, Netto, Nouv. annal. (2) 8 (1869) p. 518; Beweis der Transversalenaufg. : 
question. 935. ^ 

E. Catala/n, Tb^orfemes et problfemes. 6. Aufl. (1879) p. 95. Wenn 3 Ge- 

rade von einem Pnnkt ausgebend zwei Ttansversalen in A und A* etc. treffen, 

HO A O 
80 ist ,^ • —.—^ konstant; von A. Lasala, Teoria de las lineas proporc. (1880) 

verwertet. Der Satz gilt aucb spbSjiscb, fibrigens bat ibn vor Lasala scbon 
KudeUca zur Ableitung des Menelaos etc. verwertet (s. Mendaos). 

Kaip, Gruntrt 56 (1874) p. 457. 

E. Haiti, ibid. 57 p. 522; t^er Parallelentransversulen p. 438. 

E. van Aubel, Nouv. correspond. 3 (1876) p. 22; Sei Dreieck AB'C so in 
ABC eingescbrieben, dafi AA' etc. sicb in J scbneiden und M ein beliebiger 
Punkt, so bestimmen AM etc. auf B^C etc. 6 Segmente in Involution. Also 
(Zusatz): 3 Gerade, welcbe einen beliebigen Punkt in der Ebene eines Dreiecks 
mit den Zentren der Ankreise verbinden, bestimmen auf den Seiten 6 Segmente 
in Involution. 

P. Mansion, Messenger 5 p. 158; Transversalensatz im Viereck (Determi- 
nanten). 

H. Brocardy Nouv. correspond. 6 (1880); Cauret, ibid. p. 181; Satz vom Vier- 
eck: Ziebt man durcb die fiinfte und secbste Ecke je eine Trans versale , so 
bcbneiden sie die Gegenseiten so, dafi die Produkte von je 4 Wecbselabscbnitten 
gleicb sind. 

Jul Petersen, Zeuihen Tidsskrift (4) 5 (1881) p. 45. Elem. Bev. for Dcsar-^ 
gues Sdtn, 

H. Kiehl*), Zur Tbeorie der Trans versalen, Programm Bromberg (1881) 
(Synunedianen). 

Maurice d'Ocagne, Teixeira joum. 6 (1884) p. 125; Etudes de g^om^trie 
segmentaire. 

E. Cesar 0, Battaglini *22 (1884) p. 240; studio di trasversali. 

C. W. Baur, Scftlom. 2 (1857) p. 192. Dreiecktransversalensatz von Schlomilch 



*) Die reicbbaltigen Arbeiten JT.'s gebOren im wesentlicben in die Neuere 
Dreieckfigeometrie, und sind daber vom Ref. nicbt benutzt. 
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(1, 192): J.', B\ C\ Mitte von 5, (7* sei A^ etc., ao scbneiden AA^ etc. die zu- 
gehdrigen Seiten koUinear yerallgemeinert. 

A. Weiler, Schlom. 24 (1879) p. 248; Satz von Desargues fiber Involution dee 
Yierseits mit 4 Ecken, einfacher, aber projektivei Beweis. 

J. Netiberg, Matheeis 7 (1887) p. 245; Laurens, Matb. 8 p. 17; Beziproker Satz. 

CIi. Laisant, Nouv. annal. (8) 11 (1892) p. 209. 

L. Ferrari, Periodico di matemat. 10 (1896) p. 141 {PonceUt-Camot). 

A. L. Candy, Annale of matbemat. 10 p. 175; 11 p. 10 (1896 --97). Metbode 
nicbt elementar, aber die S9,tze von 11 fiber die Kreissebne sind es. 

A. Droz-Farny (Educ. times 1891 Nr. 14111): Matbeeis 19 p. 162. Zwei 
recbtwinklige Transversalen durcb das Ortbozentrom bestimmen aaf den Seiten 
Segmente, deren Mitten in gerader Linie (Beweis von Neuherg mittels einer 
ABC eingescbriebenen Parabel). 

TT. Heymann, Hoffmann 30 (1899) p. 90. Satz von Gergonne (1819!) fiber 
Tetraedertransversalen . 

A. Gob, Matbesis 18 (1898) p. 128. Ecktransversalen, welcbe die Seiten 
unter gleicben Winkeln scbneiden und A\ B\ C in Gerader dann ist B der 
Winkel, unter dem sicb der Umkreis und der konjugierte, der Kreis um H mit 
der Potenz, scbneiden. * 



MendaoSy Ceva. 

Der Menelaos heifit noch bei La Fremowe und Catalan: Theoreme 
de Ptolemee, da Ptolemaus die ganze spharische Trigonometris im 
Almagest auf den spharischen Menelaos gegnindet hatte; erst Chasles, 
Aper9us historiques, Bruxelles (1837) Note 6 (Geschichte des Menelaos) 
hat ihm seinen richtigen Namen wieder verschafft. 

Der Ceva ist nicht von dem Jesuiten, sondem ?on dessen Bruder 
Giovanni in De lineis rectis se invicem secantibns^ Mediolan. (1678) 
gefiinden. {Chasles 1. c. Note 7.) Die Schrift ist ein raerkwurdiger 
Yorlaufer des baryzentrischen Ealknls. 

Die duale Beziehung zum Mendaos ist Ton Brianchony Servois 
und Gergonne erkannt. Brianchon hat auch die nahe Beziehung beider 
Satze zum vollstandigen Yierseitssatz bezw. zum Fundamentalsatz der 
harmonischen Beziehung erkannt. Da die Satze unmittelbare Folgen 
des Sinussatzes sind^ wie im Grunde die ganze Transversalentheorie^ 
so gelten sie eo ipso fiir alle drei Geometrien, insbesondere auch fiir 
die Kugel. 

Der Ceva heiBt z. B. noch bei Servois: Satz von Bernoulli, da 
Johann Bernoulli (op. 4 p. 33 No. 156) ihn wiedergeftinden hat wie 
Camot den Menda,os, 

F, J. Servois, Solutions pen connues, Metz (1804) beweist beide S&tze. 

Camot verallgeraeinert auf beliebige Polygone, auch auf wind- 
schiefe und Ebenen als Transversalen. Doch ist der Hauptsatz: 
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Wird ein windschiefes Viereck von einer Ebene als Transversale ge- 
sclmitteii, so sind die Produkte der Wechselabsclmitte gleich, schon 
von Ceva L c. 

Poncelet im Traite, Carwoteche Yerallgemeinerang: Werden durch 
in der Ebene eines 2w+l-Ecks Transversalen nach den Eckeu 
gezogen^ so teilen sie die Gegenseiten so, daB die Produkte gleich sind. 

Vecten, Querret, Sturm etc., Gergonne 14 p. 63. 

A, Jacobi, De trianguli rectilinei proprietatibus quibusdam non satis cog^itis^ 
Naumbtirg (1826); Ftmot, Gerg. 17 p. 141; Note von J. D. G, (1826) gleich 
Gergonne. 

C, Harkema, Nouv. annal. (2) 11 (1872) p. 477. Erweiterung dee Ceva\ 
3 beliebige Ecktransversalen bilden Dreieck A', dann A' : A etc; dasselbe 
E. Cesaro, Mathesis (1884) Tgl. Nouv. correBpond. (1880) p. 575, und 

Th. Clausen, Crelk 3 p. 197, p. 201 und Steiner, Gerg. 19. 

V. Jamet, Nouv. corresp. (1879) p. 131; Menelaos und Ceva auf Kugel; 
E. CcUalan, ibid. p. 384; 3 Ecktransversalen schneiden sich in einem Punkte, wenn 
sie die Gegenseiten nach denselben Funktionen der anliegenden Winkel teilen; dazu 
Brocard, ibid. (1880): Wenn 3 Ecktransversalen konpunktisch, so auch die Iso- 
gonalen, aber schon weit fniher C. Adams. 

J. KudeJka, t^er eine planimetrische GrrundJage der modernen Geometric, 
Programm Linz (1877). 

A. Thaer, Schlom. 29 (1884) p. 183; Menelaos und Ceva mit MobiiMBchem 
Zweieckschnittverh&ltnis. 

Ernst Uhlich, Altes und Neues zur Lehre von den merkwtirdigen Punkten 
des Dieiecks Grimma (1886). (Fermatsche Punkt). 

L, Bavier, Nouv. annal. (3) 11 (1892) p. 349: Wenn man von jeder Ecke 
eines Polygons alle moglichen Tangenten an eine algebraische Eurve zieht, so 
teilen sie die nicht durch die Ecken gehenden Seiten so, dafi das Produkt der 
Abschnitte gleich -j- 1 i^t (G^n^ralis. du th^or^me de Ceva). Dazu Zus&tze: Fr- 
Ferrari, Nouv. annal. (3) 14 (1895) p. 41; ibid. p. 30: A. Cazamian, Sux le th^o- 
r^me de Camot. 

Pascal und Brianchon. 

Der Pascai, der sich 1640 im Essai sur les coniques findet 
und der aus Desarffues' Satz fiber die Involution der Transversjile 
eines voUstandigen Vierecks unmittelbar folgt, sowie sein dualer 
(polarer) Satz, der Bria^ichon, gehoren nur zum kleinen Teil der 
Elementargeometrie an, doch ist ein Teil der Beweise durchaus ele- 
mentar, und die Satze gelten ja auch fiir den Ereis. 

Der Briaiiclwn findet sich zuerst in dem fiir die Konstruktion 
mit dem Lineal so wichtigen ,,Memoire sur les surfaces courbes du 
second degre"; J.ournal de Tecole poly technique (1806) cah. 13; idem 
de rhexagone mystique de Pascal, Correspond. Rachette 2 p. 383; 3 
(1814) p. 1. 

Hexagramma mysticum als Name des Po^cafechen Sechsecks bei 
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Leibniz im Brief vom 30. Aug. 1676, aber vermutlich in den Papieren 
PascaVs. Camot, Geometrie de pos. Satz 45. Servois L c. p. 27, ganz 
ahnlich spater Alf. Leman (1898). Servois, Gerg, 1 p. 335 und 
besonders Note von Gerg, ibidem 4 (1823) p. 18; sehr elementar, wenn 
auch nicht ganz allgemein. Spezialfall: 2 benachbarte Seiten eines Kreis- 
sechsecks sind parallel ihren Gegenseiten, so ist es auch das dritte 
Paar und damit der Pascal durch Zentralprojektion fiir den Ereis und 
ebenso fiir Kegelschnitte (vgl. dazu Mobius, CreUe 36 p. 216 und 
A. Milinowski, die Kegelschnitte (1879) und Elem.-synth. Geom. der 
Kegelschn. Teubner 1882, daselbst auch Brianchon). Abonne, ibia. 
13 p. 379, dazu Gergonne p. 381 analytisch; Gergonne auch fiir die 
Kugel. 

J. B. Durrande, Gerg. 14 (1823) p. 26—62; Pascal ganz elementar: Die 
■8 Schnittpunkte sind die S Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise; Brianchon als 
dualer (polarer). Spezialisiert ffir Fdnfecke^ yierecke, Dreiecke. Beachtenswert 
ist die Dissertation pr(§liminaire. G. P. Dandelin, ibid. 15 p. 387, (geradliniges 
Hyperboloid). Ch. Sturm, Gerg. 16 p. 266 analytisch (dort schon C'\-mC fur Kurven 
darch Scbnitt von C und C). Dandelin, ibid. p. 322, ganz elementar, durch 
stereographische Projektion. Ibid. 18 p. 214 und Acad^mie de Bruxelles (1827), 
Ferriot siehe oben, Steiner, Gerg. 18 p. 339 {Stetnerache Punkt), die S9*tze 3 und 4 
von Plucker (und verbessert); Ch. Sturm, ibid. 17 (1826) p. 173, Mdmoire sur les 
lignes du seconde ordre. /. Pliicker, CreUe 6 (1829) p. 268. Die 60 Ptwcafechen 
Geraden zu je 3 durch einen Punkt (Steiner), von den 20 Punkten je 4 in 16 Ge- 
raden {Pliicker)., so dafi durch jeden Punkt 3 solcher Geraden; Steiner., Syste- 
matische Entwicklung (1882) p. 811. Die S&tze mit der PIucAierschen Korrektur. 

CrelU 6 (80) p. 310, Anonymus: Beweis eines Satzes aus CreUe 3 p. 312 von 
Hellerung, eine Verallgemeinerung des Beweises des Pascals von Pliicker, ana- 
lytisch-geometrische Entwicklung (1827) p. 183. (4m + 2-Eck, wenn 2m Durch- 
schnitte in eiyier Geraden liegen, dann auch der letzte.) Pliicker., CreUe 9 (1832) 
p. 411. Zwei S&tze (duale) als Aufgabe, er selbst gibt CreUe 11 p. 26 den Be- 
weis. Ot. Hesse, CreUe 24 p. 40; Oher das geradlinige Sechseck auf dem Hyper- 
boloid. A. Jacobi, ibid. 31 (1846) p. 73, sehr einfacher Beweis der PlOckerBchen 
Satze von Bd. 9, nachdem er p. 40 den P. und die Steiner- PlOckerBchen SHze 
bewiesen, ibid. 34 (1846) p. 337, Note sur le th^oreme de Pascal von Plucker 
(Literatur); Cayley , ibid. 31 p. 213, Th^or^mes de la g^om^trie de position, 
Pascal p. 219, analytischer Beweis desselben, der seitdem sich in den Lehr- 
bilchem, z. B. Salmon 38, p. 98 sehr h9,ufig findet. 

Idem, CreUe 41 p. 66; Ausdehnung KirkmanBchei S&tze (s. u.). Cayley 
p. 84 weist die Priorit9,t ftlr einen der S&tze Salmon zu; 0. Hesse, CreUe 41 p. 269; 
Beziehung der PlOckerBchen Geraden (3 in P und 3 dadurch bestimmte im kon- 
jugierten Punkt von P). 

Boguet, Nouv. annal. 3 (44) p. 304 analytisch; Brianchon synthetisch durch 
Pol und Polare. A. HaUecourt, ibid. 7 p. 83, elementar durch Camot'{BesaArgues)- 
Bchen Satz, bezw. Menel<ws. Lehesgue, ibid. 8 (1849) p. 39 analytisch Heza- 
gramma mysticum. Terquem, ibid. 11 (1852) p. 163, Gesdiichte. (Einige Druck- 
fehler z. B. Darraude statt Burrande: 1833 statt 32; Hesse p. 36 statt 40.) 
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T. P. Kirk f nan, Erste Pablikation: Manchester conrrier, 27. Jnni 1849; 
45 S&tze uber das Pdscahchc Sechseck; ausfiihrlich Cambridge and Dublin (1850) 
p. 185. On the complet hexagramma etc. Die 60 Po^eaJschen Geraden gehen 
zu drei darch 60 Punkte H^ so dafi auf jeder ein iSf^tnerscher Punkt und 
3 Punkte H etc. 

Plank, Crrun. 18 (1852) p. 385; der Piiacal und seine Anwendung etc. 
Einfacher Beweis fur den Ereis und seine Anwendungen. (CastiUon: Eine Sehne 
Ton einem gegebenen Punkt des Ereises zu projizieren etc.) 

t. Bnoschi, abgodruckb Noav^. ann. 16 (1857) p. 269. 

0. Hesse, OreUe 68 p. 139; Korrespondenz zwischen den 60 Poscatechen Geraden, 
^en 60 KirkmanBchen Punkten, den Cayley-Salntonschen Geraden und den 
20 Steinerschen Punkten etc. 

Umkebrung des Pascal, synthetisch von J. E. Barbier bewiesen LavdUee, 
Tuffraud^ Nouv. annal. (2) 7 p. 185 und Barbier, einfach (analytisch) p. 186. 

E. Thieme, Cfrun. 60 (1876) p. 173: Untersuchungen uber das sphdrische 
Po^cafoche Sechseck etc. 

Der Beweis des Pascal fiir den Ereis von /. Steiner ist von P. Geiser, 
Theorie der Kegelschnitte (1875) p. 18 mitgeteilt und von K. Haase in den 
Blattem fiir bayrisches Gynmasial- und Realschulwesen auf alle C* erweitert. 

Mi/3 Ch. Ladd, The Pascal Hexagramma Americ. J. 2 (1879) p. 1, im An- 
schlufi an G. Verofiese, Nuovi teoremi etc. R. Acad, dei Lincei (3) 1 (1877) p. 141 
(Projectiv.) 

P. Treutlein, Hoffmann 10 (1880) p. 89. Brianchon und das Prinzip der 
Dualit3.t^ elementar; Beweis des Pascal, dritter Beweis des Brianchon mit Hilfe 
des dualen Satzes zum Carnotachen Ereistransversalensatzes (von Chasles\ dazu 
p. 192 ein sehr elementarer Beweis des Satzes: Bei gegebener Lage der Geraden a 
und des Punktes P auf ihr hat das Produkt des Sinus der Winkel, welche a mit 
den Tangenten von P an den Enis bildet, den "Wert (d* — f*)'P\ ^o d Abstand 
der Geraden und p der von P vom Zentrum, von 0. Wiener (als Schdler). Der 
Beweis des Brianchon ist von K. Haase 1. c. fiir alle C* erweitert; Pascal and 
Brianchon von demselben am selben Ort (1882 oder 83) „Zur elementaren 
Behandlung der Eegelschnitte^^ bewiesen. 

B. Sporer, Grun, (2) 1 (1884) p. 383. Yerallgemeinening des Brianchon 
und Pascal (Problem von CastiUon)^ vgl. Poncelet. 

Karl Haase (Augsburg): Tidsskrift f. Math. (5) 3 (1885); v5llig elementarer 
Beweis des Pascal und Brianchon. 

G. Bianchi, Torino Atti 21 (1886) p. 686; Historische Note. Bessel fand den 
Pascal (1820) selbst9.ndig wieder. (Brief an OUbers.) 

J. Casey, A sequel to Euclid (1888) p. 129, einfacher Beweis duroh die 
Gleichheit von Peripheriewinkeln. auch der ganz der Elementarmathematik an- 
gehOrige Fall, wo der Eegelschnitt in zwei Gerade ausartet; vgl. Hilbeit „Grund- 
lagen^^ (1899). Einen sehr einfachen Beweis des Herm Feder (Frankfurt a. M.) 
fiir den Spezialfall telle ich hier mit: 

AB II DE', BCi EP. Behauptung: CD \\ FA; Beweis: ABCE=-A BCF, 
also auch B^^=Viereck BACF, femer A BAE^BAD, also ABAD^ 
BACF, also AFAB^FAC, mithin CB\\FA. Vgl. auch, for diesen Fall, 
Dobriner, Hochstift (li) 2 (1896) und Pietzker (1897) p. 87. 

Man vergleiche auch Franz Seydewitz, Grim. 10 p. 59. Sind die Gegen- 
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seiten eines windschiefen Sechsecks im Raume paarweise || , so gehen die 3 Haapt- 
diagonalen dnrch einen Punkt, der ihre gemeinBame Mitte. 

L. Gerard, Bulletin de .math^mat. ^l^mentaire, 2 p. 264; Pascal fiir den 
Kreis elementar. 

A. Leman, Beitr&ge etc., Programm MtHhausen (1898) No. 652; durch 
rechnende Geometrie, elementar (vgl. Servois). 

tjber die Rolle, welche der Pasced (Spezialfall) Mr die Grundlagen der Geo- 
metrie spielt, vgl. Hilbert 1. c. und F. Schur, Annal. 61 (1899) p. 401 (Beweis auf 
p. 405). Referent erw91int auch T. CotteriU, London mathem, society proceedings 
8 (1877) p. 311; A new view of the Pascal hexagramma. 

6, Allgemelne rSnmllehe Bezlehnngen. 

27. Stereometrie. Die elementare Stereometrie hat sich zur de- 
skriptiven Geometric mid zur projektiven Raumgeometrie erweitert. 
Elemente dieser Disziplin sind auch in den Unterricht der hoheren 
Schulen eingedrungen. Nach Analogie der Planimetrie ist die Spharik 
selbstandig entwickelt worden. Die Betrachtung der Polyeder hoherer 
Arten und die Untersuchung fiber die GtUtigkeit des EtdersGhen Satzes 
fahrte zur Topologie im Raum. Auch von dieeer Disziplin sind 
Spuren zu merken. Seit Wiener^s Schrift „Vielecke und Vielflache" 
werden auch die K^ler-Poinsotschen Polyeder ab und an den SchUlem 
vorgeflihrt. Die wesentlichste Anderung gegen Euklid hat die Volum- 
berechnung erfahren^ welche meistens auch fur schiefe Prismen auf 
Integration oder w. d. i. auf das Cavalerische Prinzip gegriindet wird. 
Ubrigens ist die Pyramidenberechnung des Eudoxm bei Euklid und 
die Eugelberechnung etc. bei Archimedes im Grunde auch nichts 
anderes. Von der ^Fusion*' der Planimetrie und Stereometrie haben 
wir schon bei Methodik gesprochen. Die spezielle Methodik der Stereo- 
metrie anderte sich dahin, daS . auf die gegenseitige Beziehung der 
Grundgebilde Punkt^ Gerade^ Ebene ein stets steigender Wert gelegt 
wird, doch behauptet sich die Korperbereehnung wegen ihres prak- 
tischen Nutzens. 

Definition der Ebene: s. Grundbegriffe (Enriques)] EulersGhe Satz 
8. diesen; Spharik s. diese; Tetraeder s. d. ; Yolumberechnung bei 
Volumen, Polyeder s. d.; regulares Polyeder s. d. 

Die unendlich feme Gerade der Ebene als Konsequenz von Des- 
argues' unendlich femem Punkte der Geraden ist von Poncelet, Traite 
de geom. project (1822) Artikel p. 107 eingefiihrt. Der von Crdle 
(auch BaUzer) gegebene Beweis des Satzes Euklid^ 11> 4 ist von 
Crdle allerdings schon 1^34 gegeben, wenn auch erst CreUe 45 publi- 
ziert, enthalt Ubrigens keine irgendwie wesentliche Vereinfachung gegen 
Euklid und findet sich schon in Blancliet's Bearbeitung von Legendre 
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als Anderung des gekimsielten Beweises yon Legmdrc, bei Grwiiert 
ohne Quellenangabe, Grun. 26 (1856) p. 108 und schon bei J, Knar^ 
Anfangsgriiiide der reinen Geometrie (1829) § 591. 

Der Satz: 2 Gerade^ welche einer dritten parallel sind (nach der- 
selben Seite); sind untereinander parallel^ ist von LobatscJief'skij und 
J. Bolyai unabhangig vom Parallelenaxiom gegeben worden. 

HHuilier, Tedenaty Rochat etc., Gerg. 3: Eine Ebene zu be- 
stimmen, so dafi die Projektion eines Dreiecks gegebene Form hat. 

Berard, Gergonne 6 (1816). Relation zwischen den 6 Winkeln 
von 4 Geraden (Carnot). 

Gergonne, ibid. 9 p 51; Parallelogramm und Parallel epipedon wie Berard, 
aber Diagonale eines Parallelepip. ibid. 11: Satz fiber die Ahnlichkeitspunkte von 
4 Kageln (Aufgabe von Gergmine)^ Beweis von Vecten und Durrande p. 364. 
A. Morel^ ibid. 13 p. 267;-Inbalt einer Flache gleich dem der Projektion, divi- 
diert durch den Eosinus des Neigangswinkels (Eukr); Sturm, ibid. 15 p. 309; 
proprieties di verses des polygenes ferm^s, plans ou gauches. P. Tidenat, ibid. 15 
p. 128; Zerlegung eines regal^en Polyeders durch eine fortgesetzte Reihe von 
Scbniiten senkrecht zur Kante. BobiUier^ ibid. 17 p. 835; Ort der Zentren der 
Perspektive zweier perspektivischer Dreiecke, wenn die eine Ebene sicb um die 
Achse der Homologie dreht. Idem: ibid- 18 p. 249; Recherches des conditions 
de possibilite d'un tetraSdre ayant ses arretes resp. parallMes ^ six droits donnds. 
AbonnS, {GergonneT): ibid. 20 p. 84. Eine Kugel welche auf 4 gegebenen Ebenen 
Kreise vom gegebenen Radius ausscheidet, zu konstmieren. PagUani, ibid. p. 86; 
statt der Ebenen Kegel mit gegebener Spitze und Offhungswinkel. 

J, Gamier, Quetelit 1 (1825) p. 115. Die fur Atomenlehre wichtige Aufgabe 
(aus Euler'^B Algebra): Ein regulSxes Tetraeder ist mit sehr kleinen Eiigelchen 
gefdllt, das Yerh&ltnis des vollen zum leeren Raum zu bestimmen. 

A, Quetelet, Acad^mie de Bruxelles (1827) p. 49 und 70. Sur diff^rents 
s^jets de g^om^trie k trois dimensions. Problema di Bi-uno, Soluzione geometrica 
di un difficile problema di sito^ Neapel (1825). Gegeben ein Punkt und 2 Gerade, 
durch den Punkt eine Ebene zu legen, wel«he die Geraden in 2 Punkten so schnei- 
det, daB das Dreieck einem gegebenen fthnlich ist. Dazu Hachette, ibid. p. 89 — 
128; Probl^me de Bruno ist Spezialfall der Aufgabe: Von einer Pyramide ist 
die Basis gegeben und die Kantenwinkel an der Spitze; die Spitze zu kon- 
struieren; vgl. auch Bericht von J. Neuherg, Mathesis 16 p. 19. 

Mich. Cktisles, Quetelet 8 (1835) p. 56, hubsche Elementars&tze. 

A. F. Svmiberg, ibid. 9 (1837) p. 72; Analyse des polygenes et des pyramides 
(trigonometrisch und analytisch). Die Pyramiden sind gleichfl&chig und jeder 
zweite Winkel gleich. 

H, Burhenne, Die Raumgestalten nach ihrer Symtnetrie dargestellt; Cassel 
(1832). 

Crelle, Theorie der Ebene (1834), publiziert CreUe 45 (1853); noch heute 
lesenswert. 

J. Steiner, Crelle 3 p. 890. Wenn die 3 Diagonalen eines Oktaeders 
sich im selben Punkt rechtwinklig schneiden^ so liegen die FuBpunkte der 
Lote von auf den 8 Seitenfl&chen auf einer Kugel (Beweis durch Projektion); 
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dazu Fresen, Nouv.correspond. 3 (1876) p. 81 und E. Lucas, ibid. 6 (1879) p. 209 
Question de g^om^trie. 

K, Koppe, CreUe 14 p. 70. Die ersten Lehrsatze der Stereometrie, sehr nach- 
dzucklich (und richtig) gegen Euklid (und ebenso gegen Legendre\ vgl. Koppe'B 
Stereomeirie, Essen (1836). (Der Aufsatz ist von Terquem in die Nouv. annal. 
iibersetzt.) 

Frz. Heinen, Oi-elle 18 (1888) p. 181; In jedem Parallelepipedon ist die 
Summe der Quadrate der 4 Diagonalen gleich der Summe der Quadrate der 
12 Eanten. 

Mayer, tTber Berechnung der Kohlenmeiler, Gotha (1830). 

M, G. V. Paueker, Die Gaufische Gleichung der fiogendreiecke und zwei 
merkwiirdige S9.tze vom Baum (1844). 

3f. W. Drobisch, Zus9.tze zum florentiner Problem (ViviantBche Fenster), 
Abhandlung der Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften (1862). 

0. Wolfram, Programm Hof (1848); Kubaturen durch elementare Summa- 
tionen. 

J. B. Sturm, Grun. 24 (1866) p. 118; Seitensumme und Winkelsumme der 
kOrperlichen Ecken. 

W. Zehme, Die Geometrie der K5rper (Beweis des Cavalerischen Prinzips 
und der 6rt«{(^tn8chen Kegel), Iserlohn (1860). 

F. Woepke, LiouviUe (2) 6 (1861) p. 231; Umdrehungskegel. 

K, K. Unverzagt, t}ber eine neue Methode zur Untersuchung raumlicher 
Gebilde. Festschrift Wiesbaden (1864), (gehdrt eigentlich in die Projektions- 
lehre). 

C. A. Bretschneider, Grun. 46 (1866) p. 601; kilrzeste AbsiUnde und Winkel 
zweier kreuzender Gteraden. 

K, Rudel, Anwendung eines einfachen Satzes aus der Stereometne (1877). 
(Wenn von n Geraden je 2 in einer Ebene und nicht alle in derselben Ebene 
liegen, so sind sie zusammenlaufend (ev. parallel); steht aber schon in der be- 
rilhmten Abhandlung Gergonne'a 16 Satz 6 p. 218 (und Philos. math^mat.) 

T. Hoza, Casopis 6 (1877) p. 246. 

G. Hepsal und Vex, Education times 32 p. 28 No. 8760; Solution of a 
question. Eine grofie Anzahl gleicher Kugeln wird zur mOglichst engen Beriihrung 
gebracht; das Yerh^ltnis der Summe ihxes Yolumens zu dem Gesamtvolumen ist 

M. G. Paraira, Nieuw. Arch. 9 (1882) p. 96; Ein stereom. Analogon von het 
theor. von Pappus, 

A, Cayley, Messenger 18 (1883) p. 107; On Arehdmedes theorem for the surface 
of a cylinder. 

A. Thaer, SchUhnilch 37 (1883) p. 249; Zur geometrischen Bedeutung des 
Eckensinus {Staudt, Grelie 23 s. Tetraeder). 

/. Dupuis, Zeitschrift fur das Bealschulwesen 8 (1883) p. 164; Pyramiden- 
stumpf durch Schnitte in die 8 Pyramiden zerlegt, deren Summe die Formel fill 
das Volumen gibt. 

Ahhie E. Gelin, Volume du Tore, Mathesis 11 (1891) p. 66. 

JFV. Boik, Beitr^ge zor Stereometne, Programm Buxtehude (1890) sieho 
Polyeder. 
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J. Delboeuf, Mathesis 13 p. 47, p. 135; Sur le plan. Gber den fundamentalen 
Satz: zwei Ebenen kdnnen nicht einen einzelnen Punkt gemeinsam haben. 

H, Seipp, Grunert (2) 12 (1894) p. 16; Eiementare S&tze aber konvexe 
Ecken. 

A, Emmerich, Hoffinann 27 (1896) p. 401 ; Stereometrische Grappenaufgaben. 
Eiementare Aufgaben dber die Teilung eines Kreiskegels. 

W. Heymann, Schldm. 41 (1896) p. 826; Stereometrische Paradoxien (z. T. 
nicht elementar). 

Diibouis, Bourget (1897) p. 161; Fnndamentalsatz vom Lot; einfacher 
Beweifl. 

J. Wasteels, Mathesis 18 p. 85: Windschiefes Viereck, Abstand; C. E. WasUls 
ibid. 19 p. 9: Sur les figures cylindriques. {Viviant); ibid. 19 p. 65, Stuyvaeit leitet 
die Formel aus 18 mittelst des Parallelepipedons ab. 

Hieran schliefien sich einige eiementare Satze fiber Geometrie der 
Lage {Carfiofs berUhmtes Werk bat mit der geometrie de la position 
nicbts zu tun). 

J. Steiner, CreUe 1 (1826) p. 349; Einige Gesetze dber die Teilung der Ebene 
dnrch Gerade nnd des Raumes durch Ebenen und Eugeln. 

A. E. Luchterhandt, Grun. 2 (1842) p. 63 (s. auch Spbiirik); t^ber eine Be- 
ziehung zwischen 4 Punkten einer Ebene. 

A. CayUy, CreUe 3l (1846) p. 213; Sur quelques th^or^mes de la g^om^trie 
dc la position. 

Franz Seydeuitz, Grun. 10 p. 59 (gradlinige Hyperboloid als Seitenstdck zur 
Ebene.) 

C, A. BreUchneider, Schldni. 6 (1861) p. 311; Anzahl der Geraden, Ebenen 
nnd Punkte, welche durch gegebene Punkt«, Gerade und Ebenen in der Ebene 
nnd im Raume bestimmt werden. 

F. Brioschiy Crelle 50 (1855) p. 233.; Relation zwischen 5 Pnnkteu im Ranm. 
(Carnot,) 

Fd.Joachimsthal, CreUe 40; Li^c/^^^n^fscher Satz (s. Sph&rik) (Determinanten.) 

0. Bender, Crrun, 56 (1874) p. 302; Auf eine Kugel lassen sich nicht mehr 
als 12 gleiche Kugeln auflegen (Kreis: 6 Kreise); datiir stronger Beweis von 
jB. Hoppe, ibid. p. 307. Idem: Grun. (2) 1 (1884) p. 148. Ein Problem dber be- 
riihrende Kugeln. (Hoppe beantwortet die Frage: Wie grofi mufi eine Kngel 
mindestens sein^ damit n gleiche sich gegenseitig berdhrende Kugeln auf ihr Platz 
haben?); dazu Fauqucnbergue, Mathesis; ganz elementar und kurz, aber weit fruher 
dasselbe Problem behandelt und erledigt: 

Charl Tandel, Correspond. Gamier et Quetelet 1 (1825) p. 310, er kommt auf 
das Problem infolge des von Berzelius in seiner Cheinie ausgesprochenen Satzes; 
beweist erst den Satz fur den Kreis nnd dann filr die Kugeln v5llig elementar. 

J. Gamier in einem Zusatz „ Observations^* behandelt das Problem etwas 
geringsch&tzig. 

Christ. Wiener,, Clehsch Annal. 6 (1862) p. 28: Wie man sich aus einem 
Labyrinth herausfindet. Idem ibid. p. 30; C. Hierholzer, Cber die M5glichkeit, 
einen Linienzug zu umfahren etc., geh5rt schon teilweise in die Topologie und 
die dort erw3>hnte Arbeit Listing's: Vorschule zur Topologie, GOttinger Studien 
1847 ganz und gar. 
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G. MoshammeTf Schlom. 21 (1876) p. 449; Zur Geometrie der Geraden. 
Diirch jeden Pnnkt im Raume generaliter 4 Strahlen, welche mit je 2 gegebenen 
Geraden G und G' gleiche Winkel bilden nnd von G und G' gleichen Abstand 
haben. 

H. Hertzer, SehWrn. 11 (1866) p. 244; tTber Vielecke, Vielseite und Viel- 
flache. 

Lehrbiicher und Aufgabensammlungen 

(s. auch Lehrbttcher). 

Meyer-Hirschy Sammlong geometrischer Anfgaben. Teil 2 (1809). 

N. J. Larkin, Introduction for solid geometry (1820) (Erystallographie). 

E. S. linger, tllt>ungen ans der reinen und angewandten Stereometric: 
Berlin (1880). 

B, Hohnboe, {AheV% Lehrer): Stereometrie; Ghristiania (1883). 

V, Swinden-Jacdbi, Eine Beihe stereometriflcher Aufgaben (1834) p. 436—480. 

K, Kappe, Stereometrie, Essen (1836). 

Ch. Hrch. Nagel, Lehrbuch der Stereometrie, Ulm (1838). 

L. Dupin, G^om^trie st^^om^triqne ou collection de figures en carton etc., 
Paris (1842). 

M. G. V. Paueker (1842); Fr. Frofi (1842) Stuttgart; vgl. Lehrbiicher. 

J. A. Adhetnar, Traits de g^om^trie; g^om. de Tespace, Paris (1844). 

0. MolUnger, Stereometrische Wandtafeln nebst einem erkl&renden Text 
(nach Lacroix und Legendre)^ Solothum (1844). 

D. F. Gregory, Geometry solid, 2. Aufl. (1861); idem u. W, Walton, Treatise 
on the application of analysis to solid geometry. London (1845). 

7. T. H. MHUer, Lehrbuch der Stereometrie, Halle (Waisenhaus) (1851). 

(r. Zizmann, Geometrische Formenlehre (Yorwort von 8U}y\ Jena .(1852). 

G, MeMer^ Haupts&tze der Elementarmathematik (1859) (SdieUbach), besonders 
die Stereometrie ist gut. 

P. F)ro8t and J. WoUtenholme, Treatise on solid geometry (1863). 

C. Hechel, Stereometrische Aufgaben, Beval (1865). 

F. Heis und Iha. Fschweikr, E5ln (1867) hervorzuheben sind die zehn An- 
h&nge: deskriptive Geometrie, Stempolyeder, Stereometrische Projektion etc. 

F. Beidt, Sammlung von Aufgaben aus Trigonometrie imd Stereometrie. 
Leipzig (1872). 

Guido Hauck, {KommereU 2. Aufl. Tilbingen) (1872); 8. Aufl. (1900), fur die 
Gymnasien meines Erachtens zurzeit das zweckm&fiigste Bnch (Projektionslehre 
als Yorbereitung auf deskriptive Geometrie). 

(7. 1m Landre, Ster. Hoofdstukken ter uitbreid. van d. elem. Leerb. Amster- 
dam (1875). 

/. K. Becker, Stereometrie Berlin (1879); Victor SchUgel, Wolfenbiittel (1880); 
F. Glinter, Stereometrie Hamburg (1881). 

H, Westerimmn, Schulstereometrie, Riga (1883), auch Elemente der dar- 
stellenden Geometrie, ein Buch, das auch fOr Lehrer sehr yiel Anregungen bietet. 

/. Henrici und P. Treutlein, Stereometrie Leipzig (1883) 2. Aufl. (1901), pro- 
jektive auch deskriptive Geometrie, s. Lehrbucher. 

A. Sourek, Stereometrie (bulgarisch) von Studnicka gelobt (Filipopel) (1888), 
desgl. /. Janoueek, (bdhmisch), Geometrie filr Lehrerbildungsanst., BrOim (1888). 
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R. Heger, Stereometrie Breslau (1883) geht uber das gewOhnliche Schul- 
pensum hinaus; geradlinige Fl&chen 2. Grades, projektive Geometrie. 

R. de Paolis, Elementi di geometria, Torino (1884) (Trennang von Planimetrie 
und Stereometrie beseitigt). 

L. Jelinek, Stereometrische Aufgaben^ ^^^^ (1884). 

J. Petersen, Lehrbuch der Stereometrie (1885). G. B. Hoisted, The elements 
of geomelan^. Newyork (1885) (Sphftrik). 

K. JUdt, Aufgaben aus der Stereometrie and Trigonometrie, 3. Aufl., Ans- 
bach (1886); Carl Gusseraiv, Leitiaden filr den Unterricht in der Stereom. Berlin 
(1885) (KOrperberechnung geschickt). 

H. Thieme, Sammlung von Lehrs&tzen und Aufgaben aus der Stereometrie 
(keine KSrperberechnung). Leipzig (1886). 

G. Holzmuller, Einfnhrung in das stereometrische Zeichnen (Krystallographie), 
Leipzig (1886). 

K. Heinze, Genetische Stereometrie, herausgegeben von Lucke, Leipzig (1886), 
8. Kritik von HoUmuller, Hoffmann XI und G. Haiidc, Ho/fwann 18; beide urteilen 
sehr abf allig. 

R. G. J, Nixon, EacUd revised ; stereometry, Oxford (1887). 

Olio Rauaenberger, Die Elementargeometrie etc. Leipz. (1887). 

Fr. Lucke, Leitfaden der Stereometrie (1890) (empfohlen von Hauck). 

R. B. Hay ward, The elements of solid geometry, London (1890). 

P. Sckolim^ Stereometrische Orter und Konstruktionsaufgaben ; 1 und 2 (1890 
und 1891). 

H. Martus, Stereometrie (1894). 

K. Schwering, Stereometrie (1894), 2. Aufl. (1900). 

H. M. Taylor, Euklid Buch 11 und 12 (Darstellende Geometrie) (1896). 

J. Lengauer, Die Grundlage der Steometrie; Kempten (1896), reich an Auf> 
gaben. 

H. D. Thompson, Elements of solid geometry and mensuration, London (1896). 

G. HolzmiiUer, Die Elemente der Stereometrie, 4 B3.nde, Leipzig (1899), 
(1900) etc., fast iiberreiches Material. 

M. Schusler, Stereometrische Aufgaben, von Lange warm empfohlen, 
Leipzig (1900). 

Siehe auch die „Lehrb^cher*S speziell fflr Italien. 

Ich bemerke^ daB fdr den Lehrer ganz besonders einfache Kon- 
straktionsaufgaben von Nutzen sind^ an Korperberedmungen^ die eigeni- 
lich mebr in die Algebra aLs in die Geometrie gehoren^ herrscbt kein 
Mangel. 

28. Volumen nnd OberMohe. Die Frage nach der allgemeinen 
Definition und Vergleichung der Oberflacben gebt iiber das Elementare 
hinaus^ docb mufi hingewiesen werden auf den Beweis von H. A. Sckwarjsf 
(Gesammelte Werke T. 2 (1890) p. 308 (1883) cf. Math. 90 p. 222), 
dafi die Oberflache nicht definiert werden darf als Grenze der Ober- 
flache eines eingeschriebenen Polyeders^ dessen Seitenfiachen unendlich 
klein werden and dessen Begrenzung mit der der Oberflache schlieBlich 
zasammenfallt 
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Die Frage nach dem Volumen der Polyeder und Pyramiden ist 
von der bei ^Inhalt'' behandelten nicht wesentlich verschieden, vgl. De 
Zolt, Principii d'eguaglianza dei poliedri, Milano (1883). Wenn es 
aber dort^ sobald die Stetigkeit als durch die Anschauung gegeben an- 
gesehen wurde, gelang, Dreiecke und Parallelogramme von gleicher 
Grundlinie und Hohe auch als flachengleicli im De ZoU-HilbertBchen 
Sinne zu erweisen^ ist die Frage fQr den Raum durch die Arbeiten 
von M. Dehn (Miinster) im negativen Sinne entschieden worden, 
vgl. uuten Bricard, Dehn zeigte in seiner Abhandlung fiber den Raum- 
inhalt: Annalen (1902) Bd. 55, dafi der Nachweis der Gleichheit zweier 
Tetraeder von gleicher Grundflache und Hohe stets einen infiniten ProzeB 
erfordert, und in der Arbeit: tJber raumgleiche Polyeder, Gottinger 
Nachrichten (1900) 27. Okt. p. 345 bewies er den „iiberraschenden" 
Satz, daB Tetraeder und Prisma niemals raumgleich sein konnen und 
ebensowenig ein regulares Tetraeder und ein rechtwinkliges. Gleich- 
zeitig mit Detin ist K. T, Vahlen zu nennen mit der elementaren und 
kurzen Arbeit: tJber endlichgleiche Polyeder, Annalen 56 (1903) p. 507. 

Die Volumenfrage ist (abgesehen von den Arbeiten De/m's) be- 
haudelt in dem schon bei „Inhalt" zitierten 5. Artikel des Werkes von 
Enrignes durch Amaldi, und sehr vollstandig in dem mir nachtraglich 
bekannt gewordenen Programm von H. Vo(/t, (1904) Nr. 211 Breslau, 
wo sich sehr viele Literaturangaben finden. Vogt fafit Zerlegungs- und 
Erganzungsgleichheit zusammen als „Endlich- Gleichheit'' im Unter- 
schied von der Integration. Wichtig ist die Arbeit von H. Minhowski, 
Annalen 57 (1903) p. 447, wo der Begriff Oberflache aus dem ein- 
facheren Begriff Volumen abgeleitet ist. Die Arbeit ist nicht eigent- 
lich elementar, ebensowenig die von S. 0. Schatunowshy , ibid. p. 496, 
tlber den Rauminhalt der Polyeder. 

Lebhaft umworben ist auch der Beweis der Raumgleichheit sym- 

metrischer Tetraeder und Polyeder, den Legendre in der 1. Aufl. seiner 

Elemente (1794) nicht fQr elementar moglich hielt und dann in der 

Note 7 der 2. Aufl. hinzufttgte. Der Beweis gelingt elementar nur 

unter Annahme irgend eines der Axiome, z. B. daB Eongruentes von 

Kongruentem Kongruentes gibt, oder Gleiches von Gleichem Gleiches 

gibt, so bei 

A. M. Amp^e, Correspond. Hachette (1806) 6. Juli p. 184 pr^s. a I'Acad^- 
mie de Lyon (1801); wohl der einleuchtendate und einfachste Beweis. Ampere 
erwahnt dabei einen Beweis von Foumier, der sich in der 8. Aufl. von Lcmroxx' 
G^om^trie findet. 
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Symmetrische Polyeder. 

J. B, Dwrrande , Gergonne 6 p. 304. Symmetrische Polyeder haben gleiches 
Yolumeu, bewiesen durch Zerlegung des Tetraedere vom Zentrum der einbeschrie- 
benen Kugel aus in kongruente viereeitige Pyramiden. 

M . . , , dito CreUe 4 p. 296; Gudermann, dito (1830) CreUe 6 p. 303 yom 

Zentrum der Umkngel (P=-^^, aber Gleiches von Gleichem gibt Gleiches), 

schon kritische Biblioth. (1828) Nr. 17; Yolumen der Pyramide ohne Integration 
p. 208; p. 414 gibt CrelU die gebr2,uchliche Ableitong, welche Gergonne^ s. An- 

1 V^ 1 
nales 19 p. 151, von £uklid 11 p. 28 ausgehend, durch -^== ^^ -tt ersetzt hatte; 

dort wird die hOchst einfache Ableitung von V= v ^-B CDPQ sin {AB, CD) 

[Servois] von Tramontini mitgeteilt (s. Gimther — F. Klein bei Tetraeder). 

Ch. Hessel, dito Grunert 7 (1846) p. 284 (der angibt, dafi GerUng auf Auf- 
forderung von Gaufi einen Beweis gegeben habe, s. Zusatz am Schlufi des Ar- 
tikels); Ign. Hoffmann, Grun. 10 p. 377 (viel Literatur, der eigentliche Beweis: 
Ampere) ; P. G. Heinemann, Chrun. 23 (1854) p. 361 (von Hessel empfohlen) Spiege- 
lung {Amphre) und Subtraktion. 

Gleichheit von Pyramiden mit gleicher Grundfldche und Hoke. 

Bud. Wolf, Grun. 7 p. 440. Sein Prinzip: ,,Au8 Gleichheit des Erzeugenden 
folgt Gleichheit des Erzeugten'^ ist nur eine andere Fassung des OavalierischeUy 
der auch durch die Bewegung des Querschnitts den K5rper entstehen l&fit. 
Hessel, Grun. 14 p. 162 integriert auch; derselbe, Grun. 47 (1867) p. 433. J. B. 
Sturm will die Gleichheit von Pyramiden von gleicher Grundfl&che und Hdhe nach 
der Weise Gerwien''B fiir Fl9.chen beweisen, kommt aber auf einen infiniten 
Prozefi : Grun. 24 p. 116. Lieber und Luhtnann, Leitfaden etc. (1892) § 7. E. Scheeffer, 
Hoffmann 25 p. 419. AnzufCihren ist auch Terquem^ ^ouv. annal. 5 (1846) p. 232; 
Note sur les aires et les volumes. B. Bricard, Nouv annal. (3) 15 (1896) p. 331. 
Bricard weist nach, dafi aquivalente Polyeder generaliter nicht in kongruente 
Stdcke zerlegt werden k5nnen. Es mu6 eine gewisse liueare Funktion ihrer 
Flachenwinkel (dUdres) mit ganzen Koeffizienten einem Yielfachen von 9r gleich 
sein. Fiir symmetrische Tetra- und Polyeder ist diese Bedingung erfilllt. 

Crum Brown J Edinburgh M. S. proceedings 12 (181)3) p. 106 (ausfubrlich 
Edinb. B. S. transactions); On the division of a parallelepipedon into tetrahedra. 
Hier w&re wohl hinzuweisen auf Simon UHuUier, Conversion imm^d. d*an poly- 
edre en one pyramide etc. Biblioth. univers. 18 (1827) p. 85. 

Prismatoid und Obelisk. 

Prismatoid (P) ist ein Korper^ begrenzt in parallelen Ebenen von 
2 Polygoneii; deren Seiten einander parallel sind^ und den Seitenflachen, 
welche durch Verbindung der entsprechenden Ecken entstehen. 

Obelisk (0) ist ein Korper, begrenzt von 2 Polygonen mit gleich viel 
parallelen Seiten und den Trapezen, welche von Verbindungslinien der 
entsprechenden Eanten begrenzt werden (daher Trapezoidalkorper von 
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August genannt). Der Obelisk ist ein spezieller Fall der Prismatoide 
(Name von WiUst€in\ aber, wie Bauer, Schlomilch 13 zeigte, auch das 
Prismatoid ein spezieller Fall des Obelisken; der Streit um den Yorzug 
daher miiBig. Die Formel fiir den Inhalt 6r=h{b + B+ 4/J), wo b 
und B die Flachen der Grand- und Deckflache^ fi die des Mittelschnitts 
bedeutet^ ist aber schon von Newton (oder Gregory) gegeben; so Bdlteer, 
Elemente p. 9, oder noch friiher von TorricelU, Exercitat. geometricae 
(1647) (Aubry). 

Iinmerhin haben K. Koppe, August und Wittstein das Verdienst^ die 
Formel in den Schulunterricht eingefuhrt zu haben. Schon Grunert 
hat bemerkt^ dafi die ganze Formel nichts anderes ist als die Anwen- 
dung der sogenannten Simpsonschen Naheningsformel flir Volumen- 
berechnung^ daher von Newton herriihrt und noch allgemeiner gUltig 
ist; denn sie gibt das Volumen genau wieder fiir Eorper zwischen 
parallelen Ebenen^ deren Querschnitt eine Funktion 3. Grades des Ab- 
standes ist, wahrend bei P- und 0-formigen Korpern der Querschnitt 
nur vom 2. Ghrade ist. 

Spezielle FftUe sind zahbreich bei Meyer Hirsch, Geometrische Anfgaben 2 
(1807), trigonometrisch und durch elementare Rechnung behandelt §§ 101—106^ 
156—167, 180 — 190. Die Formeln sind sehr weitl9.ufig und undurchsichtig. Schon 
Chapman, schwedischer Admiral, franzGsisch tibersetzt: Traits de la construction 
dee vaiaseaux, Brest (1781). Tinseau (1780), JProny, Eytelwein, Poncelet. 

H. F. W, Brix, Frismatoidformel ; Anhang zur 2. Aufl. des elementaren 
Lehrbuchs der Statik fester E5rper. Berlin (1881) (E5rper- und Schwerpunkt- 
bestimmungen) ; derselbe: CreUe 26 p. 129. 

J{tc. Steiner, CreUe 23 p. 275; Prismatoid definiert und die Formel elementar 
(Mittelschnitt) abgeleitet, auch auf geradlinige Fl&chen zwischen parallelen ebenen 
Schnitten acgewandt. Die Arbeit fur die Schule wie geschaifen ! 

K. Koppe, CreUe 18 p. 275, Obelisk durch Integration; ders.: Ein neuer Lehr- 
satz der Stereometrie (elementar), Essen (184B), Anfangsgrunde der reinen Mathe- 
matik T. 2, 2. Aufl. Essen (1846). Besonders die EinfOhrung des sogenannten Er- 
g&nzungskOrpers, der entsteht, wenn durch einen Punkt der Grundlinie Parallelen 
zu den Kanten bis an die Deckebenen gezogen werden. 

Grunert, Grun, 9 (1847) p. 82, Koppe'B Obelisk etwas vereinfacht; p. 87, 
fiber die Entstehung des Obelisken. Ders. 10 (1847) p. 260 Literatur; Gmnd fiir 
die Gflltigkeit der Formel des Prismatoids. Dieselbe Bemerkung, die ^tmp^onsche 
Begel betreffend, bei Chanceiy Wright, The mathemat. monthly (Euncle) (1869); 
p. 21 die Prismatoidformel, welche p. 47 von Peirce erweitert wird. 

W. Ligowski, Inhaltsberechnung der K6rper nach einer einzigen Formel, 
Berlin (1847). 

E. F. August, Programm des Eollnischen Gymnasiums, Berlin 1849, Prismatoid ; 
ders.: CreUe 46 (1868) p. 239 elementar; Prismatoid = Trapezoidalk5rper, Anwen- 
dung auf Kubatur von Stucken der Flachen 2. Grades; siehe auch sein Lehrbuch 
von 1864. 

C. A. Bretschneider, LehrgebJlude der niederen Geometrie, Jena (1877); ders.: 

13* 



196 .11 Spezielles. 

Chun. 36 (1861) p. 18, sehr einfache Ableitang des Prisiuatoids (wie Steiner vom 
Mittelschnitt ausgehend); ibid. H9 (1862) p. 181 H, Kinkelin, zweigliedrige Formel 
fur Prismatoide. 

J. C. Becker, Schlom. 23 (1878) p. 412, dieselbe Formel, und Sintram, Grun. 
63 (1879) p. 770 und Hoisted, Mathesis 5 (1885), Mensurations (1870) p. 130 .,Die 
erste und einzige zweigliedrige FormeP^ fOrs Prismatoid; W, H. Echols, Annals of 
mathematics 9 (1895) p. 1 ; Note on the mean-area of the prismatoid zeigte, dafi es 
unz&hlige solcher Formeln gibt. 

C. W. Baur, Schldm. 20 (1875) p. 380; Rauminhalt des Prismatoids (statisch, 
nicht elementar). 

G,J. Latars, Mathesis 5 (1885) p. 74; Ableitung durch elementare Integration. 

E. W. Hyde, Analyst 3 (1876) p. 113; Limits of the prismatoid form. 

A. Schmidt, Korrespondenzbl. fOr die Wilrttemb. gelehrten Schulen (1867), 
Flache 2. Grades. 

J. P. Weinmeister, Hoffmann 18 (1887) p. 321, 496: tJber die KOrper, deren 
Querschnitt parallel zu einer Ebene quadratische Funktion ihres Abstandes. 

L. Maleix, Nouvelles annales (2) 9 (1880) p. 529; Volumen, wenn Querschnitt 
ganze rationale Funktion des Abstandes (Determinanten). Es schliefit sich hier 
die Heinzesche genetische Stereometrie an: Programm Dessau (1868); tiber halb- 
regul&re K5rper (ohne sphSxische Trigonometrie). 

Die prismatischen und pyramidalen Drehungskorper (1874), Yortrag von 
Lucke, Hoffmann 16 (1885) p. 1. Heinze^s Behandlung des geschlossenen stereo- 
metrischen Gebildes und Heinze'B genetische Stereometrie, herausgegeben von 
Lucke (1886); dazu die Eritiken Ton HolzmulUr^ Hoffmann 17 p. 599 und Hauck, 
ibid. 18 p. 81—93. 

Hilger-Grethen, Begrilndung und Anwendung der SimpsonBchen. Begel etc.; 
Programm Bochum (1854). A. Steen, Nouv. annal. (2) 10 (1872) p. 301, Demon- 
stration de la formule de Simpson. 

W. Zehme, (jeometrie der K5rper, Programm Iserlohn (1859). 

H. Marttts^ Kegelscbnittkantige Pjramiden und kurvenkantige Prismen, 
Berlin (1863) (Kubierung). 

Fafiberechnung. 

Die Fafiberechnung^ im 17. Jahrhundeit durch Kepler's Stereometria 
dolioram (1615), eine der Quellen der Differentialrechnung, gefordert, 
wurde im 18. Jahrhundert von Oherreit, der parabolische Krtim- 
mung der Dauben annahm, Kdslner^ Archiv etc., Bemotdli (1785); 
Tobias Mayer, Unterricht zur praktischen Stereometrie (1808) und 
Lambert (1765) bearbeitet. Die Lambert (Simpson) s(^)iq Formel 

-^ (2 JZ* + H), wo h die Lange des Fasses, 2iJ die grofite Weite 

(Spundtiefe) und 2r den Bodendurchmesser bezeichnet, ist von Lambert 
nicht eigentlich bewiesen, wohl aber von Grunert, der Archiv 20 
p. 301 und 23 p. 207 (elementar) nachwies, daB sie etwas zu grofi 
und zwar um 7i5 dee Zjlinders, der die Differenz von 2R und 2r zum 
Durchmesser und h zur Hohe hat. Grtmert zeigt auch, dafi die Formel 
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von K. Koppe im Aahang za seiner Schrift iiber deu Obeliskeu praktisch 
nicht brauchbar ist. 

Formel von W. Ligowski, Taschenbuch der Mathematik (1867). 

W. Adam, FaBberechnung, Programm Brfinn (1869). 

K. Broda, dito, Prag, Earolinenthal (1878). 

P. Mansion, Mathesis 12 (1892) p. 14; Untersuchung der praktiachen Formel: 

V = OfiHAd, wo A und a = 21? und 2r oder F= SHAd 

in Hektolitem, wenn IT, A , ^ in Metem (Siidfrankreich) bei Mansion auch Literatus. 

Kramerius, Repetitorium fiir Mathematik and Mechanik, Wien (1887). 

A. V. JBrank, Hoffm. 22 (1891) p. 333, gibt drei Formeln an. Fafi ak Summe 
zweier gleichen Kegelstumpfe (2> Spuudtiefe, d Bodenduichmesser, L L&nge): 

I. 12J = L-K (/>• + dD + d% 

II. AuB der Praxis {Lambert) 86J = L« (42>» + 4Dd + d*). Er selbet 
leitet unter Voraussetzung parabolischer Krlimmung der Dauben ab: 

m. 60/ = Xtt (87>» + 4D(i + 3d*), aber nicht elementar. 

0. Schlomilch, Hoffmann 23 (1892) p. 107 leitet dieee Formel, welche sich mit 
anderen schon bei Tobias Mayer ^ Unterricht zur praktischen Stereometrie (1808) 
findet, elementar ab. Dann ibid. p. 109 StoU^ I zu klein, II statt Durchmesser 

die Radien Ln i ) , wenn das Fafi ein Zjlinder, deBsen H5heLuud dessen 

GrundradiuB gleich dem arithmetischen Mittel der Radien aller Parallelschnitte 
zum Boden bei parabolischer Kriimmung. Formel III einfach durch elementare 
Integration (in Weise Schellbach's) und noch einfacher durch Cavalierifichea Prinzip. 
Noch eine IV. Formel: Fafi als Stuck eines Rotationsellipsoids: 

3/= X« (2i2* + ^') (schon bei Ligowski, Grunert etc.). 

Literarische Notizen von Dr. J..? Hoffm. 23 (1892) p. 251. 

Vom praktischen Standpunkt aus: Winkler, Ausfohrliche Tabellen fOr den 
Quartinhalt der Bottiche and F^sser etc. 6. Aofl. Berlin (1853). 

Verschied^nes. 

Volumen des schrslg abgeschnittenen Prismastumpfes (Frage Gerg. 1 p. 384) : 
Servoift, VHuilier etc., Gerg. 2 p. 94—96; Berard, ibid. 6 p. 228, Volumen der 
Pyramide. E. Bobillier, Correspond. Quetekt 3 (1827): Jede Ebene durch eine 
Mediane eines Tetraeders halbiert dasselbe. 

N. Noel, ibid. 6 (1830) p. 61; Volumen bei Rotation eines Sektors oder 
Segments um eine &ufiere Achse. Verdam, ibid. 4 p. 209 ; Pyramidenstumpf durch 
Ebene, welche der Basis parallel ist, in gegebenem VerhS^ltnis geteilt (im An- 
Bchlufi an Noel p. 4). 

Bary, Gerg. 21 p. 326, Eugelzone. 

Paul Breton (Mechaniker), Liotiville 2 (1887) p. 133; Oberfl&che eines Zy- 
linder- und Prismenstumpfes. 

TT. Matzka, Grun. 6 (1848) p. 113, Prisma. Ck. v. Staudt, CreUe 24 (1842) p. 262 
(Eckensinusl). M.Iitik, Nouy. annal. 7 (1848) p. 241: Cubature de quelques corps. 

A. L. CreUe, Orelle 62 (1856) p. 176. Erumme Oberflache und Volumen des 
Eug^lausschnittes zwischen zwei beliebigen die Kugel und einander schneidenden 
Ebenen, verbessert von E. Ceuber, CreUe 105 p 180. 
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BrinkUysche Formel far den Mantel des schiefen EjreiB-Zylinders, elemental 
von Gnmert, Grun. 10 p. 222; Jf «= 2r mnltipliziert mit der Peripherie der Ellipse, 
deren Acheen, Seite und H($he des Zylinders sind. 

E, Pratihet, Pyramidenstumpf. Nouv. ann. 18 (1869) p. 208. 

JE, Lommel, Grun. 84 (1860) p. 286, Zylindermantelf der von einem anderen 
senkrecht dnrchschnitten wird. 

B. Tortolini, Annali di matemat. 4 (1861) p. 176. Pyramidenstumpf und 
Mittelschnitt des Stumpfes^ Schnitt durch den Schwerpunkt etc. 

B. Hansen, Elementare Bestimmung des Yolumens etc. Tychsen Tidsskrift 
(2) 6 (1869) p. 1. 

Oayley, Tetraedervolumen, sehr einfach; London mathemat. society 2 p. 249. 

L, Sohncke, Grun, 48 (1868) p. 467. tTber die K5rper, welche durch Rotation 
eines regul&ren Polygons um einen beliebigen Durchmesser entstehen. 

E. jyOvidio, Battaglini 9 (1871) p. 122. Kreis- und Eugelberechnung bei 
Euklid und Archimedes, 

F. DeUmann, Schlom. 8 (1863) p. 460; Volumenbestimmung regulftrer KOrper 
mit geringer Bechnung. 

Maret Blanc, Nouy. annal. (2) 12 (1873) p. 474. Die Abst&nde eines wind- 
Bchiefen Yierecks schneiden sich, wenn die Produkte der vier Wechselabschnitte 
gleich sind; ders.: ibid. (1874; p. 347: Gemeinsames Yolumen und Oberfl&che 
zweier Zylinder mit gleichen Radien, deren Achsen sich schneiden, Formel von 
Ckisimir Bey bewiesen. 

G. Gusserow, Programm Berlin (1882) Ostem. Die Inhaltsermittelung der 
K5rper aus ihren Projektionen (Yermeidung des Cavalierischen Prinzips, sowie 
der Integralmethode, benutzt die WiUkilr der Projektionsebene). 

H. G, ZetOhen, ZewtMn Tidsskrift (6) 4 (1886) p. 176. EukUd's und Archi- 
medes' Methoden fax Yolumen der Pyramide nebst den modemen Methoden. 

/. SahuUcn, Stereometrische Yerwandlungen (1888) Progr. W&hring. 

A. Hofler, Hoffm, 18 (1887) p. 1. Netz, Oberfl&che und Yolumen des Zy- 
linderstutzes und der Eugel (Sinuskurve, Cai7a2tmsches Prinzip). 

D. Besso, Besso periodico 4 (1889) p. 144. Methode des TartagUa aus dem 
General trattato fOr das Yolumen des Tetraeders aus den Kanten. 

E. Lebon, Bourget (1896) p. 241. Sur le volume du segment de sphere. 

/ /»* \ 

jthi^* — -I, wo Q Radius des Mittelschnittes, aber schon viel fn'iher: Winkhaw, 

CreUe 44 p. 376. 

F. J., Bourget (1896) p. 33. Diese Formel und ^hU* + ~ ) fur die gleich- 

seitige Hyperbel, und historische Notiz (Maclaurin). HUdebrand, Hoffmann (1900) 
p. 183. Eugelvolumen. 

Emil Lampe, Spanisch im Progreso (1896); Teilung des Yolumens und der 
Fl&che eines gew5hnlichen Kegels (elementar). 

Fur die Frage nach der Yolumenbestimmung ist der in dem 8. Band von 
Gaup^ gesammelten Werken S. 240 — 249 verd£fentlichte Briefwechsel zwischen 
Gaufi und Gerling von hoher Bedeutung. Der oben erw&hnte Beweis von GerUng 
(und Stegmann) steht im Brief vom 16. April 1844. 

29. Sphftrik. Die Spharik des 19. Jahrhunderts kniipffc an die Ar- 
beiten LexeWs von 1781 an (L.-Kreis), an Euler and an Legendre, dessen 
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Geometrie mit Noten an der Schwelle des Jahrhunderts steht; auch 
die GaufiBchen Disquisitiones circa superficies curvas sind von groBer 
Bedeutong. Das Hauptverdicnst an der Entwickelung einer selbstan- 
digen Spharik gebtLhrt Gudermann, dessen niedere Spliarik von 1835 
und dessen analytische Spharik von 1830 durch zahlreiche Arbeiten 
im Crelle vervollstandigt sind; und dessen Kugelkoordinaten auch von 
Borgnei und von Killing (Weierstra/i) und (1841 Irish academy.) von 
Ch, Graves und anderen, z. B. dem Referenten, benutzt sind. Von 
grundlegender Bedeutung ist dann die analytische Spharik von Mobius 
Dann aber ist die von Riemann ausgehende Form der Geometrie des 
endlichen Raumes von groSem Einflufi^ da sie de facto ; soweit sie 
zweidimensional; mit der Spharik zusammenfallt. Nicht minder wichtig 
sind die Disquisitiones circa superficies curvas filrs spharische Dreieck. 

Zusammenfassende Werke. 

Th. St. Davia, Rebearches on spherical geometry London (1883). K. F. Schulz, 
Elementare Spharik (1833). (Die Spharik (1828/29)). 

Chr, Gfiderfnann, Lehrbuch der niederen Spharik, Mdnster (1835); ders.: 
(irundrifi der analytiBchen Spharik (1830). 

Rivart {Puis8ant\ Traits de la sphere (Sacrobosco; lectio spherica) (1837). 

Grunert, Spharische Trigonometrie (1838). 

A. Borgnet, Comptes rendus (1847) 16. Nov. p. 723; M^moire presente le 
5. Nov. 

i?. Baltzer, Elemente der Mathematik (1853) Buch 6 §4; reich an historischen 
Notizen. 

A. M6hUi8y Analytische Spharik (1846), Gesammelte Werke, Bd. 2, p. 1—34 
„Cber eine neue Behandlung der analytischen Spharik.*^ 

B. J. Feaxix, Traits el6mentaire de la sphere, Programm Paderbom (1857). 
A. S(tnnia e E. d'OvuUo, Elementi di geometria (Napoli) (1869). 

G. B. HaUted, The elements of geometry (1885) von Planimetrie unabhangige 
Spharik. 

L. Huebmr, Ebene nnd raumliche Geometrie des Mafies, Leipzig (1880) 
Kapitel 14. 

Max Simon, Analytische Geometrie des Raumes, Leipzig (T. 1. 1900) p. 16. 

C. Alasia, Geometria e trigonometria della sfera, Milano (1900). 

Eine ausfuhrliche Spharik unabhangig von der Planimetrie findet sich bei 
J. J. Iselin, Die Grundlagen der Geometrie, Bern (1891) und schon vorher bei 
B. Most, Programm Coblenz 1882/^83. 

Bolyai und LobatschefskiJ definieren die Ebene mittels der Kugel. Ein kurzer 
Abrifi der selbslAndigen Spharik bei R. E. AUardice, Proceedings of the Edinb. 
uiathemat. society 2 (1884) p. 8; bei Allardice unter anderem Beweis des LexeUr 
schen Satzes. 

Die Volumenberechnung vorzugsweise bei Volumen und Isoperimetrie 
{Schwarz). Uber Kugelbiindel und -biischel, sowie das ApoUonisc^Q 
Problem auf der Eugel ist die viel zu wenig bekannte Schrift von Th, 
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Reye, Synthetische Geornetrie der Eugeln and linearea Kugelsysteme 
(1879) ebenso elementar wie voUstandig (s. Taktion). 

Die Kugelteilung bei regularen Polyedem. Im ubrigen vergleiche 
die Lehrbiicher der Stereometrie und sphariscben Trigonometrie, vor 
allem Legendre's 7. Bucb der Elemente. Die berUhrenden Eugehi des 
Tetraeders s. d. 

Edelmann, Gergonne 3 (1813) p. 141; Fl^che zwischen grofiem und kleinem 
Kreise (onglet), die sich unter bestimmtem Winkel schneiden. 

P. Tedenat, Gerg. 6 p. 46. Inhalt des sphSjdschen Dreiecks mit Differential- 
lechnung. 

Gergonne selbst, 13 p. 348: Yolnmen und F13«he der Eugel und ihxer Telle 
(„fu8eau" id est „Spindel", Bezeichnung des Kugelwinkels nach Legendre). Satz: 
Die Flache eines Eugelvierecks von zwei Meridianen und zwei Parallelkreisen ist 
gleich dem gleichwinkligen Bogen des Aquaix)r8f multipliziert mit dem Abstand der 
beiden Parallelkreise. 

A. QueteUt, Nouv. memoiies de Tacad^mie de Bruzelles (1822)^ Correspond. 
Qtietelet 7 (1832) p. 278; Inhalt sphSxiscber Figuren, begrenzt von Bogen von kleinen 
Ereisen; elementar-geometriscbe und historische Notizen {D'Alemhert, Bo8Sut\ auf 
spbSjrische Polygone ganz allgemein ausgedebnt. 

E. Lionnet, Nouv. ann 8 p. 93, Volumen der Calotte). 

Th. Olivier, Corresp Quetelet 5 p 324, p. 386, Theoremes sur la division des 
surfaces etc. 

Ghasles, Correspond. Quetelet 6 (1829) p. 44. Schnittkurve einer Kugel und 
eines Umdrebungskegels, dessen Spitze auf der Eugel. 

Q^erretf Gerg. 15 p. 87; Scbnitt der drei H&ben; von Gudermann p. 68 nie- 
dere Spb3,rik, obne Rechnung bewiesen. Idem 1. c. Wenn zwei Diagonalen eines 
Vierseits Quadranten sind, so aucb die dritte. 

Memoire sur la sphere par M . . .; M^moires de Liege (Luttich) (1826). 

A. Quetelet, Correspond. Quetelet (et Gamier) 1 (1825) p. 80; Varianten von 
Thcodosius; wenn die Eugelfl3.che gegeben, den Radius, Meridiane von gleichen 
Abstanden etc. zu finden; vgl. Perrinot, Nouv. annal. 5 p. 187. Mit Lineal und 
Zirkel die Zentrale zweier YoUkugeln zu finden, dito Lionnet, ibid. 5 p. 252 und 
Bormoy p. 255. Ahnliche Aufgaben E. Lionnet, ibid. (2) 8 (1869), vgl. Mathesis 16. 

Jacob SteineVf Crelle 2 p. 45: Verwandlung und Teilung spharischer Fi- 
guren, durchaus elementar; bier die Yervol]st3.ndigung des LexeUachen Satzes (s. 
spharische Trigonometrie). J. L. Raahe^ ibid. p. 9, sphSjische Polygone (Eoor- 
dinatentransformation). Ch. Gtidennann^ ibid. 6 p. 244; geht fiber die Grenzen 
des Elementaren, wie auch ibid., Orelle 8 p. 160. Elementar dagegen Crelle 8, p. 363; 
Verwandlung und Teilung. S. Loewenstern, Crelle 13 p. 79: In das Polarpolygon 
Ereis einschreiben (Grundkreis parallel, Gndermanfischei Satz bewiesen). 

Frz. Nauck, tJber die harmonischen Proportionen auf der Oberflache der 
Eugel, Programm Schleusingen (1847). 

L. Thomas, Nouv. annal. 8 (1849) p. 279; Hauptkreisbogen kiirzeste Linie. 

V.A. Lehesgue, Nouv. annal. 9 (1850) p. 327 : Euklid's Tangentenkonstruktion far 
die Eugel. Barbet, ibid. 10 (1851) p. 415: Eletnentarer Beweis, dafi der Hauptkreis- 
bogen kiirzeste Linie (s. auch sph&r. TrigonoiD.), ein sehr einfacher, rein sphSxischer 
Beweis, aber vorher durchaus elementar und streng: C. F. A. Jacohi (1834), van 
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Swinden'a etc. Note zn p. 406; bei Baltzer in den oft zitierten Elementen Buch 5 
§ 4 p. 10. 

R. Towtisefid, Nouv. annal. 9 (1850) p. 364 und desgl. H. Faure, ibid. 12 
p. 446; F19.che des Dreiecks aus drei kleinen Kreisbogen. 

E.Provhet^ ibid. 14 p. 152 (Bullet, de Bibliogr. histor.); Inhalt des sph&rischen 
Dreiecks nicht von Alb. Girard^ sondem von Cavalieri. Vannson^ ibid. 17; eine 
Beihe von Axtikeln. 

Ch. Giidermann, CreUe 42 p. 280: Sph&risches „Bechteck" (gleiche Winkel. 
gleiche Gegeoseiten), aus seinen beiden Seiten 

- t == tg -— a tg -- 6 
4 «^ 2 ® 2 



Bin 



datiert von Gudemiami^s Todestag! 

Graves, Solution of LeoceWs problem. Messenger 2 (1869) p. 68. 

B. Niewetiglowski, Nouv. annal. (2) 9 (1870) p. 26 (dreifache Inversion). 

A. B. Evans, Educat. times 19 p. 30 Nr. 3755, hubscher Satz, Beweis von 
Watsan. 

G. AffbUeTt Grunert 57 (1874) p. 1: Zur Geometrie des Kreises und der Kugel. 

W. W. Johnson, Messenger (1874) p. 14. Sind A, B, C und A\ J»', C die 
Ecken zweier rechtwinkligen Bph3.rischen Dreiecke, so wird jeder dieser Bogen 
durch die beiden anderen in Punkten geschnitten, welche gleichweit von seinen 
Endpunkten entfernt sind; derselbe Analyst VII (1879) p. 31. 

E. Meifiel, Clebsch Annalen 15 p. 380, Beitr3.ge zur SpbErik; ibid. 16 p. 529 
(teilweise nicbt elementar). 

C. G. Colson, Educational times 25 (1876) p. 19; Desargues' Dreieckssatz auf 
der Kugel (Gudermann). 

Maur. d*Ocagne, London mathem. society proceed. 18 p. 361. Sur une pro- 
pri^t^ de la sphere (analytisch). Es ezistiert eine lineare Relation zwischen den 
AbstS^nden von m Punkten von einer Tangentialebene (m ]> 3). 

A. Biehringer, SchUhn. 17 (1872) p. 255. tJber die Kugelzone. 

Mc. Adam, Analyst 4 (1877). Relationen zwischen den 15 Winkeln zwischen 
6 Kugeln. 

V. Janiet, Nouv. correspond. 6 (1879): Note sur la geometric de la sphere. 
Theorie der Transversalen vgl. Nauck (1847). 

2>. BessOy Annuario del istituto tecnico, Bom (1883). Im sph&rischen Drei- 
eck folgt aus der Gleichheit zweier Mittellinien noch nicht die Gleichschenklig- 
keit, z. B. fur das Dreieck 

a = 144^ b = 1200, c = 90<» ist m^ = iw^ = a 
(E. Lampe). 

A, Steen, ZetUhen Tidsskr. 5 (1883) p. 84; Inhalt der Kugelzone. Ist p die 
kleinste und q die grOfite Sehne, welche zwei Punkte der Grenzkreise verbindet, 

n 

80 ist Zone ==^ npq. Hieraus die Pormel ^ sin -— (2A; — 1) == (sin ~— j 

1 
L. Saltel, Memoire de Bordeaux (2) 4 (1884) p. 375 Rt^flexion sur la mesure 
du volume de la sphere. 

D. Besso, Periodico 1 (1886) p. 122. Sull' errore etc. (s. Trigonom.). Haupt- 
kreisbogen kurzeste Linie aus dem Satz, dafi sina : a von 1 bis beslAndig ab- 
nimmt, wenn a von bis 180® w&chst. 
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Steadman Aldia, Nature 39 (1889) p. 581 und 40 p. 417 (1889) Spher. eggs. 
GrOfite Anzahl gleicher Engeln, welche in einen gegebenen Ranm gehen. Green- 
hiU weist ibid. 40 p. 10 auf W, WaUon, Quarterly J. 9 (1868) p. 76 bin (wo das 
Problem gestreift, aber die Anzabl nicht bestimmt ist) und G. D, lAveing ersetzt 
ibid. p. 155 die Eugeln durch gleiche und 9.bnlicbe EUipsoide. 

G. E, Wasteels, Matbesis 12 (1892) p. 105; Inbalt eines spb&riscben Dreiecks 
auB Bogen kleiner Ereise; desgl. E. C. Hudson, Quarterly joum. 27 (1895) p. 878, 
Fl&cbe, Q und It (On a little spberical triangle). 

P. Barharin^ Matbesis (1894) p. 57, p. 81. Constructions spb^riques avec la 
regie et le compas. J. Neuherg, ibid. p. 163. Sur les triangles spb^riques. 

P. Barbarin, Association fran9ai8e, Bordeaux 24 (1895) p. 45 — 50. Appli- 
cation de la m^tbode de Gerganne k la spb^re. 

V. Sikstel, Grun, (2) 15 (1896) p. 150. Tb^or. fondamentaux de la g^om^trie 
spb^rique. 

A. Andreini, Periodico di matemat. 13 (1898) p. 138: Relazione fra Farea e 
la Bomma degli angoli di un poligono sferico qualunque 

J[ = 5f — jr(L--2(<y — y)), 

wo S die Summe, L die Zabl der Ecken, a Art und y Gescblecht. 

P. Mansion, Matbesis 16 p. 114. Wenn zwei spbftriscbe Dreiecke proportio- 
nale Seiten baben, so sind die Winkel des kleineren Dreiecks kleiner als die 
des grofien. 

W, Briggs und T. W. Edmonds-. On mensuration and spberic. geometry (1897). 

Zur Spb&rik geb5rt aucb der Lxichterhand&ch^ Satz (vgl. aucb CreUe 26 p. 26 
Mobius): CreUe 23 (1842) p. 375. Wenn 6 Punkte auf der Oberflacbe einer Eugel 
liegen, so baben die 5 Pyramiden, welcbe durcb je 4 der Punkte bestimmt sind, 
die Eigenscbaft, dafi, wenn man den Inbalt jeder solcben Pyramide mit dem 
Quadrat der Entfemung des jedesmal dbrig gebliebenen von einem beliebigen 
secbsten multipliziert, die Summe von dreien der Produkte gleicb der Summe der 
beiden anderen (algebraiscbe Summe = 0). Entsprecbender Satz fur die Ebene 
(4 Punkt« auf einem Ereis). 

H. Besondere rSumliclie Beziehnngeii. 

30. Tetraeder. An die Arbeiten von Eider (Petersburg [1758]), 
Ixigrange (Berlin [1773]), Gua (Paris [1783]) schlieBt Camot an mit 
dem Memoire sur la relation qui existe entre les distances de cinq 
points pris dans Tespace; hierin eine rechnerische Behandlung des 
TetraederS; vor aUem Ausdruck der Kanten und Flachenwinkel etc. 
durch die 6 Eanten, die Relation selbst kommt in Aufgabe 36 vor als 
Gleichung zwischen den 10 Strecken und hat 130 Glieder, ist aber 
aymmetrisch. Es folgen die entscheidenden Arbeiten von Monge, rein 
geometrisch und elementar: Correspond. HacheUe sur Tecole polytech- 
nique 1 (1808) 10. April. Hier: Gegenkanten, das umgeschriebene 
Parallelepipedon, das konjugierte Tetraeder etc. Hier schon die Spe- 
zialfalle, dafi ein Paar Gegenkanten gleich, zwei Paar^ alle drei; idem: 
ibid. (1809) Jan. p. 1 — 6. Der Schwerpunkt des Tetraeders ist in der 
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Mitte der Geraden, welche die Mitten zweier Gegenkanten verbindet. 
{Monge spricht zwar in der ersten Abhandlung den Satz ans, daS diese 
3 Linien 2 konjugierte DurchmeBser des Ellipsoids sind, welche das 
umschriebene Parallelepipedon in den Mitten der Seitenflacben beriibrt, 
der Ausdruck Achsen wird aber erst in dem Memoire: Gerg. 1 p. 353 
von M. J. L, eingefUbrt.) Wenn Ay By C die Medianen nnd a, 6, c 
die Winkel, welcbe sie einscblieSen, so ist das Volumen V des Tetra- 
eders: 

F = - ABCVl — cos^a -|-2co8acosftco8C 

3 

und wenn A' etc. die kiirzesten Abstande der Gegenkanten sind and 
«! etc. die Winkel, so ist 

V= — AlBC \V\— cos*a — • • ■ + 2 cos a cos /3 cos y. 
Ibid. (1811) Jan. p. 263 zeigt er den analogen Satz zum Dreieckssatz 

Wenn man durch die Mitten der Kanten 1. Ebenen_Lzur Kante 
legt, so gehen aUe 6 durcb das Zentrum der Umkugel. 2. Ebenen 
durcb die Gegenkanten, so geben alle 6 durcb den Scbwerponkt S. 
3. Ebenen ±zur Gegenkante, so gehen alle durch einen Punkt 0', 
(Jlfon^escher Punkt), das Zentrum der Umkugel des konjugierten 
Tetraeders und 0, S, 0' liegen in einer Geraden und S in der Mitte. 

J. D, GergonnCy ibid. 2 p. 96 beweist statisch ohne alle Rechnung 
den Satz, daB sich die 4 Medianen in einem Punkt schneiden und: 
Hachette ibi. 2 p. 261 elementar den Satz von Monge aus Teil 1: Das 

Tetraeder ist ^ eines Parallelepipedons. 

J, F. Fran^i^y Ensheim, ibid. 1 (1808) 9. Jan. p. 346; Schnitt, 
der das Tetraeder halbiert und kleinste Flache hat; AhonnCy Gerg. 1 
p. 230; dieselbe Aufgabe; es ist ein Schnitt durch ein Paar Achsen, 
aber in dem Memoire sur le tetra^dre par M, J, L, wird nachgewiesen, 
daB dieser Schnitt kein eigentliches Minimum ist. Es werden Monge- 
sche und .Et^ersche Satze einfach bewiesen, und der Satz yon Servois 
(vor 1810), der immer wiederkehrt: 

6 F = aa'd sin (aa), 

wo a und a Gegenkanten, d ihr Abstand und (a a) ihr Winkel. V 

durch die 6 Kanten findet sich schon bei Etder in den Novae com- 

mentationes Petropolitanae fur 1752 und 53 p. 158 (1758), wie 

bei Meyer Hirschy Geometrische Aufgaben 2 (1809) p. 112, wo sich 

tLberhaupt viel Material findet. 

Camot, G^om^trie de position (1808) No. 262; EosinuBsatz f^ Tetraeder: 
Wenn M, N, P, Q die Seitenfl&chen, bo ist: 
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(>« = ilf« + A^« -I- p« — 2 A^jPcob w — 2 PM cos n — 2MNcosp, 

wo tw, n, p die Dieder (Keile) sind, welche M etc. gegeniiberliegen, einfacher 
BeweiB von Hachette, Correspond. Hackette 1 p. 415. 

L'Huilier, Gerg. 2 p. 72. Radius der Umkugel durch 3 znsammenstofiende 
Kanten und die Winkel ihrer dreiseitigen Ecke; vorher Legendre, Kote 5, 8. Aufl. 
der Elemente (1800). X. A. S. Ferriot, ibid. p. 133, Analogic entare le triangle et 
le t^tra^dre, p. 180 Wiirfel und Tetraeder. 

Berard, Gerg, 6 p. 225. Ein- und umgeschriebene Kugel. 

J. JB. Durrande, Gerg. 5 (1815) p. 301. Tetraeder mit Kantenkugel. 

Vecten, Gerg. 8 p. 139. Im „t^tra^dre trirectangle^' geht das Lot auf die 
Hypotenuse durch H des Hypotenusendreiecks. Gergonne 9 Quest, p. 116 p. 277, 
LOsung von Durrande etc. Wenn P ein beliebiger Punkt und PA die Gegen- 
fl&che in A' schneidet, so ist: 

Zj aa' 

J. V. Poncelet, Traite, article 582, S3.tze iiber perspektivische Tetraeder. 

(^uerret, Gei'g. (1823). Einfacher Beweis, dafi Tetraeder von gleicher li5he 
nich wie ihre Basis verhalten (Kepler). 

Ch. Sturm, Gerg. 15 p. 330, Gleichung zwischen den Kosinus der Winkel, 
welche von 4 beliebigen Richtungen im Raum gebildet werden. 

J. Steiner, CreUr 1 p. 38. Analogic zum ebenen Dreieckssatz bei Viereck 
im Raum {Desargues' Satz). 

K. W. Feucrbach, Grundrifi zur analytibchen Untersuchung der dreieckigen 
Pyramide, Niiroberg (1827)^ darin Maxim altetraeder. Bedingung, dafi die 4 H5hen 
sich schneiden, wie bei VHuUier^ De mutua capacitate: 

Resultate zum Teil ohne Beweis, Methode wie bei Lagrange (1773). 

E. E. Bobillier, Gerg. 18 p. 244. Im allgemeinen unmSglich, den 6 Kanten 
die Richtung vorzuschreiben. Beweis des Volumens (Servois) durch Timmermans 
und P. Leniheric, elementar-geometrisch (s. auch Yolumen). 

Steiner, CreUe 2 p. 97; fehlerhafter Satz fiber das Schneiden der H5hen 
(s. Hei$, Grun. 32) und die Betrachtung der 8 Beruhrungskugelii und der Rela- 
tionen zwischen den Radien (s. auch Gerg. 18). 

Th. Scheerer, CreUe 6 p. 98, elementarer Beweis des Halbierungssatzes aus 
Gerg. 1; Maximal tetraeder aus 3 in einer Ecke zusammenstofienden Kanten ist 
das rechtwinklige. 

J. H. T. Mailer, Disquisitiones de TetraSdro, Naumburg (1831). Sehr viele 
S&tze fiber Tetraeder finden sich ii C. F^ A. JaeobiB Bearbeitung des van Stoinden 
(1834), Anhang zu Buch 10, 11 und 12. 

C. A. Bretschneider, Grrun. 1 (1841) p. 1. Tetraedertrigonometrie (Volumen 
durch 3 Seitenfi&chen und die drei von einer derselben mit den fibrigen gebil- 
deten Neigungs winkel). 

R. Hoppej Grun. 3 (42) p. 213. Volumen aus 3 Seitenfl&chen und den 
Winkeln, welche eine von ihnen mit den 3 andern bildet. 

Ch. V. Standi, CreUe 24 (1842) p. 252. Volumen durch 6 Kanten in sym- 
metrischer Form, p. 255. Eckensinus. 

G. Flemming, Grun. 10 (1846) p. 326, Satz von Monge 0, S, 0', S als 
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innerer AhnlichkeiUpunkt {M wixd nicht genannt; Bedeutuog von O nicht 
bemerkt). 

E. Brassinne, Nouv. annal. 6 (1847) p. 226. 6rjJ = J, wo J der Inhalt des 
Dreiecks ans aa, hb\ cc\ welche Formel aber schon von CreUe, Sammlung 
mathematischer Aufslltze Bd. 1 p. 117, Berlin (1821); Beweis von Perrodil p. 396. 

G. Dostor, ibid. (2) 12 p. 867. 

J. H. F. MUller, Grun. 7 (1847) p. 319 (Analogic zmn Ceva). 

R. BaUzer, Grun. 16 p. 126. Berechnung der Kngel ans 8 Eanten und ihren 
Winkeln; CreUescher Satz, b. Brassinne mit Quellenangabe. 

G. Junghann^ Stadien fiber das sphiLrische Dreieck, Programm Luckau 
(1848). 

J. H. T. Miiller, Betarachtungen uber das Tetraeder mit seinen Bertilirangs- 
kngeln, Programm Wiesbaden (1852). 

A, Maur, Chun. 19 (1852) p. 121. t^^ber die EntfemungsCrter des Tetraeders 
(s. Dreieck: Jacohi). 

Fz. Unferdinger. Grun. 28 (1856) p. 97. Badien der Hauptberiihrangskiigeln. 

E. HelSf Chun. 3 p 41. Stehen 2 Paar Gegenkanten J.^ so auch das dritte; 
steht ein Paar JL, so schneiden sich die beiden H^Jhenpaare aus den Enden je 
einer der Kasten; Verbesserung des iS^'nerschen Satzes in CreUe 2, 97. 

J. Mention, Nouv. annal. 18 p. 204. Das Prodakt der Sinus zweier entgegen- 
gesetzten Keile (Dieder) ist proportional dem Produkt der Kanten dieser Winkel. 

F. Joachimsthal (lAersemann): Grun. 32 (1859) p. 109: Die 4 HOhen auf 
einem Hyperboloid. Sind 2 Paar Gegenkanten JL, so auch die dritte (vgl. Ha- 
chetie, Crelle 1 und Monge und Heis). Crelle 40 p. 21 : Application des determinants 
a la g^om^trie, dort CreUesche Formel fur R, p. 45 die Formel 

wo dj^ Abstand zweier Gegenkanten. 

G. Junghann, Grun. 84 (1860) p. 369, besonders § 16 die Formel 3 iiber den 
Eckensinus. Ders. Tetraedrometrie^ 2 Teilo Gotha (1862 — 63). 1. Teil: Geometrie, 
dreidimensionaler Eckensinus, Polareckensinus^ Modul etc. 2. Teil: Die Ecken- 
funktionen in Verbindung mit den Langen, Fl3,chen und K5rpergr0fien, Tetraeder, 
deesen 6 Kanten eine Kugel berdhren (ohne sph&rische Trigonometrie). Einige 
SS,tze schon bei CreUe, Sammlung mathematischer Aufs&tze und Bemerkungeu, 
Berlin (1821). 

J. Wolstenholme, Quarterly joum. 3 (I860); p. 89 vgl. Heis oben. N. Ferrers 
ibid. p. 145. Die gegenseitige Neigung zweier entgegengesetzten Eanten durch 
die L9.ngen aller Kanten sehr einfach: 

c« + c« — 6* — 6'« 



(cos©= ^— - — ; 

\ 2aa. / 



V. Staudt, CreUe 57 (1860) p. 88, sehr einfach, die Crelleiohe Formel. 

V. A. Le Besgue, Nouv. annal. 20 (1861) p. 63. Generalisation d'un th^or^me 
de Robert; sind a, 6, ... die Fl9.chen, a', . . . die Lote auf einer Ebene von den 
Gegenecken, ist q der Abstand des Zentrums der Inkngel, so ist: 

Tr=aa +. . . ^3VQr-\ 

P. Serret, lAouv. (2) 7 (1862) p. 377. De quelques analogies de la g^ometrie 

du plan 5. celle de Tespace (orthogonales Tetraeder, L'Huilier^9 Maximalsatz). 

E. Prouhet, Nouv. annal. (2) 2 (1868) p. 132. Feuerbaeh entsprechende 
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Eugel (8. d.) bei Tetraeder mit H5hen8chnitt [vgl. dazu C. Intrigila^ Sal tetraedro, 
Napoli Rendiconti (1884)]. 

W, Stammer, Grun. 46 p. 334. Im Tetraeder mit senkrechten Gegenkanten 
achneiden sich die 4 HOhen als Spezialfall der allgemeinea Bedingimg fur das 
Schneiden von Ecktransversalen. 

V. Janni, Battaglini 6 (1868) p. 371. 2 Pyramiden sind gleich, wenn sie 
gleiche nnd ^hnlich angeordnete Eanten haben. 

H. Faure, Nouv. annal. (2) 11 (1872) p. 86. Satz: A^A^A^A^^ sei das 
Tetraeder, ein Punkt, V^^A^A^A^, so ist: 



i:0^i*Fi»+ 2£0A^0A^cobA^0A^- F, Fj = (Carnof^); 

P. F. Compagnon, ibid. p. 268: Volumen der Pyramide, ihres Stumpfes; Ver- 
sach einer einfachen Begrundung dnrch Spezialfall einer Pyramide mit Parallelo- 
gramm aU Basis. 

Abel Transon, ibid. (2) 12, (1873) p. 519. Analogie zum Sinussatz; desgl. Dostor, 
Chun. 56 (1874) p. 247. Tetraederfl&cben wie die Sinus der gegeniiberliegenden 
Polarecke; ders. Nouv. annal. (2) 13 (1874) p. 563 Kantenkugel; wenn je 2 Gegen- 
kanten dieselbe Summe haben, und wenn 'O'^ etc. ihre Winkel, so ist: 

dazu a Hellwig, Grun, 68 (1875) p. 180. 

Beweis der fiferroisschen Formel fiir F von F. Klein, mitgeteilt von 
Sigm. Giinther (s. Volumen), Grun. 56 (1874) p. 25. 

G. Dostor, ibid. 57, p. 118—185: Determinanten (Joachimsthal, Fetterbadi). 

E, Genty, Nouv. annal. (2) 17 (18i8) p. 223. Exercice sur le tetra^dre. 
S9,tze dber das Tetraeder, dessen Gegenkanten gleich sind und das also begrenzt 
ist von 4 kongruenten Dreiecken. Die Medianen seieu a, /?, y und zugleich die 
Abst&nde, und es ist: 

2a« = 6« + c» — a« und 3F=cf(5y, 

und die merkwtlrdigen Punkte 0, S und O (Punkt von Monge) fallen zu- 
sammen. Von Genty ohne Beweis, den Chefik-Bey, ibid. (2) 19 p. 408 gibt, und 
E. Lemoine p. 183, der die Satze schon auf dem Congr^s zu Nantes (1875) mit- 
geteilt hat und dazu den Satz: Wenn die 4 SeitenflUchen Equivalent sind, so sind 
sie kongruent. 

J. MisterBchei Satz, Nouv. correspond. 3 (1876) bewiesen. In jedem Tetra- 
ederstumpf (mit parallelen Basen) schneiden sich die Geraden, welche eine 
Eantenmitte mit dem Schnitt der Diagonalen der Gegenfl^che verbinden. 

Maurice d'Ocagne, Bourget (1878) p. 288. Volumen des Pyramidenstumpfes. 

jB. Hoppe, Grun, 61 (1878) p. 87. Ober rationale Dreikante und Tetraeder. 
L. Klug, ibid. p. 361. t)ber die Eugeln, welche die FlUchen des Tetraeders 
berilhren. 

Hermary, Soci^t^ math^mat. de France, 7, p. 138 (1879), Beruhrungskugeln. 

F. Jamet, Nouv. correspond. (1879) p. 385. Satz tlber Eollinearitat der 
Schnitte der Eanten einer Fl^che durch die aufiere Halbierungsebene des ent- 
gegengesetzten Dieders, Beweis von E. Cesaro, ibid. 1880 p. 90; vgl. aber Ger- 
gonne 3 p. 196 und 317. 

L. Cauretf Nouv. correspond. (1879) p. 176. Wenn eine Eugel einer w-seitigen 
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Pyramide eingescbrieben iet, so fallen die Berdhrungsponkte zusammen, sobald 
man ibre Seiten auf die Bapis niederklappt, und der gemeinsame Pnnkt ist dann 
von den Projektionen der Spitze gleicb weit entfernt. 

M. Escary, ibid.? Dem Tetraeder lassen aich innen und anfien 48 Wiirfel 
einscbreiben, wenn alle Kanten ungleich sind. Beziebungen zwischen den Eanten 
der Wnrfel nnd dee Tetraeders. 

J. Neuberg, Nonv. correspond. 6 (1880) p. 8. Vj'oer die Anzabl der Kugeln, 
welcbe 4 sich scbneidende Ebenen berubren. 8 mttglicb, sfcets 4 wirklicb, aber 
die ,fDacbkugeln" nur wirklicb, wenn fur die Fl&chen: 

Es gibt zwei, wenn z. B.: 

a -|- ^ =3 y + d; eine, wenn : 
a 4" ? =^ y + ^ ^^^^^ ^ -h 7 ^^p-\- ^\ keine, wenn: 

d. h. sind die Seitenfl2.cben paarweise gleicb, so gibt es 2 Paar Gegenkanten^ die 
gleicb, ibre Mediane ist ihr Abstand: Eonstruktion der BertOirangspunkte etc. 
[s. aber Programm von MtiUer (1852)]. 

H. Vogt, Tetraeder mit H()bent)cbnittpunkt, Programm Breslan (1881) 
HeisBche Satze, Fet*erb<ichEche KugeL Ders., CreUe 92 (1882) p. S2. tTber die 
Eugeln, welcbe ein ramnlicbes Yierseit berflbren. Wenn die Snmme zweier 
SeitenflSiCben gleich ist der der beiden andern, so liegen die 4 Berdbrungiipunkte 
in einer Ebene; 4 beliebigen Geraden lassen sicb 8 Engeln anscbreiben (vgl. 
Steiner, CreUe 82. tJber ebene Tangentenvierecke). 

T. a Lewis, Messenger (2) 11 (1881—82) p. 36. Tetraeder mit HOhenschnitt- 
punkt. S9.tze von E. Temperley, ibid. p. 114: 4 gleiche Eugeln um die 4 Seiten- 
fllU;ben, deren Zentrum halben Abstand wie die Gegenecken bat etc. 

F, Schwr, Clebsch Annalen 19 (1882) p. 430. Der Desarguessche Satz voUst&ndig 
verallgemeinert: Jeder Geraden, welcbe die 4 Verbindungslinien entsprechender 
Ecken zweier als entsprechend gesetzten Tetraeder scbneidet, entspricbt eindeutig 
eine Gerade, welcbe die 4 Scbnittlinien entsprechender Seitenfl&cben scbneidet 
und umgekehrt. 

E. Temperley, Messenger 11 (1881) p. 114. Die wesentlicben Analogien zum 
Feuerbach H, 8, kollinear etc. 

Delpit, Bourget (1881) p. 337. Wenn 2 Paar Gregenkanten . ; . , dann aucb 
das dritte {Hachette Heis, Joachimsthal). Es gibt 2 Eugeln der 12 Punkte. 

Ad. Schmidt, Schlom. 29 (1884) p. 321. Das gleicbseitige Tetraeder, sebr 
reicbbaltig (z. B. die Summe der Eantenwinkel an jeder Ecke 2 B«cbte); aber 
viel, was scbon von Genty^ E. Lemoine, Congres de Nantes (1879); Neuberg, 
Matbesis 2; dazu Besso, Periodico 1 (1886): t)ber gleicbseitiges Tetraeder, p. 173, 
Nouv. correspond. 2. p. 144 gesagt ist. 

Cayleyy Collected papers, vol. 5 p. 859. 

J. WolstenJioJme, Educational times 43 (1885) p. 39 No. 7509. Ist «^ die 
Summe der 3 Eanten in A und S^^ die der 3 Eantenwinkel^ so ist^ wenn: 

«!>*,>«,> <4 auch iS\ > iS, > ^ > jSfj. 

cT. Jffeuberg, Mt^moire sur le t^tra^dre, m^moires couronn^s de Tacad^mie 
de Belgique in 8<> (1884); sebr bedeutend (Bulletin (3) 7 p. 284) Matbesis 5, 
supplement 1 (1885) 1 — 72 u. a. Ermittelung der Analogien zum Lemoine-Grebe- 
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Adamsnchen Pimkt; den., Lihge M^moires (2) 11 (1884); sur les t^tra^dres de 
Mobius. 

Malet, Educational times 44 (1886) 8047. Zieht man durch die Ecken eines 
Tetraeders 4 Parallelen, welche die Gegepfi&chen in A' etc. treffen, so ist 
A'B'CD' -^ZABCB\ dazu J, Netiherg 8116. 

M. Cantor, Mathesis (1888) p. 133. Schnitt eines tri^dre trirectangle durch 
beliebige Ebene ABC, dann cot ^ : cot : JB : cot C — OA^ :OB*:OC*. 

D, Besso, Periodico 4 (lb89) p. 144. Tetraedervolumen aus den Kanten 
nach der Metbode von Tartaglia, 

P. H. Schoute, Tetraeder begrenzt von 4 nicht gleichscbenkligen gleichfSrmigen 
Dreiecken^ er findet eine zweiie Art, (erste bei Genty), Amsterd. Versl. en Meded. 
(1889) p. 462. 

J. Lauvernay, Bourget (1890) p. 217. Dreikant aus 3 Winkeln konstruiert. 

G, liiboni, Periodico 6 (1890) p. 1. Contributo alio studio del tetraedro. 

1. Ist in einem Tetraeder: a* + rf* = &* + «• = c*+/**, so Hdhenschnittpunkt. 

2. Ist nocb ad=:be =cf, so gehen die Hdben durch denselben Punkt wie 
die Geraden, welche die Ecken mit den Zentren der Inkreise der Fl&cben ver- 
bindet. 

8. a + d = & + c==c' + /, so Kantenkugel, und es gibt 6 andere Kugeln, von 
deneu jede eine Kantc und die VerlSngerungen der 4 sie schneidenden berfihrt. 

4. Gehen in einem Tetraeder die Geraden, welche die Ecken mit den 
Beruhrungspunkten der Inkugel verbinden, durch einen Punkt, so sieht man von 
ihnen aus die Kanten unter gleichen Winkeln. 

E. Hoppe, Grun. (2) 9 (181)0— 91) p. 434. HSheuschnitt-Tetraeder mit ratio- 
nalen Kanten; ders., Grun. (2) 10 (1891) p. 102. Relation der Fllchenwinkel 
des Tetraeders, Grun.^S) 12(1894) 327: iiber gleichseitige Tetraeder. 1. Alle 4 Seiten 
gleich, 2. kongruent, 3. Gegenkanten paarweise gleich, 4. U5hen alle gleich; Be- 
dingungen sind gegenseitig; (2) 16 (1898) p. 257, p. 333 gleich^ioitiges und ortho- 
zentrisches Tetraeder; kommt beides zusammen, so regul&r; aber sehr viel, was 
schon bekannt war. 

G. de Longchamps, Mathesis 10 (1890) p. 49, p. 77. Orthozentrisches Tetra- 
eder. Zusammen 8 tellung der Eigenschaften. 

Bemes, Bourget (1891) p. 49. B als Funktion der Kanten. Jede Kugel 
durch 3 Ecken schneidet die Kanten der vierten so, dafi das entstandene Drei- 
eck von konstanter Form (^Seiten proportional dem Produkt der Gegenkanten) 

A. DroZ'Farny, Mathesis 13 (1893) p. 247. 5erw)*«sche Formel aus der furs 
Prismatoid; dito Appell, Mathesis 14 p. 40, einfache Ableitung. 

Morky, Educat. times 61, p. 26, No. 12 032 (1894). Die 6 Zentren der Kugeln, 
welche die Seitenfi&che eines Tetraeders mit gleichen Gegenkanten beriihren, sind 
das Zentrum eines (Monge) Parallelepipedons und die 4 nicht zum Tetraeder 
gehOrigen Ecken desselben; ibid. 11961 Neuberg. 

Arnold, Educat. times 70 (1899) p. 31 No. 13 774, Kugel, welche 3 zu- 
sammenh&ngende Kanttrn eines regulftren Tetraeders und die Yerl&ngerung der 
anderen berfihrt q =B!y^=ryJ. 

J, A. Third, System of spheres connected with the tetrahedron. Edinb. 
math. 800. Proceed. 17 (1899) p. 108. 
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tjber rationale Tetraeder. 

K. Schwering, OreUe 115 (1896) p. 301. Kanten und Inhalt: 

z, B. a = 80, 6 «= 21, c = 17, /*= 6, g= 18, ^ = 24, F = 240; 
zugleich rationale Vierecke, Vereinfachung von Kummer^B Arbeit in Cfrelle 37 p. 1. 

31. Poly Oder (s. audi EtUerschen Satz). Die meisten Arbeiten 
dbersteigen das Gebiet der Elementargeometrie und geboren in die 
Topologie oder in die Analysis, so z. B. das grundlegende Werk von 
V. Eberhard: „Zur Morphologic der Polyeder" (1891) und die Arbeiten 
von HermeSy Kollnisches Gymnasium, Berlin, auch Wiener , Vielecke 
und Vielflache, und nicht minder Max Brikkfier, Theorie und 
Geschichte, Leipzig (1900), wo sicb so ziemlich die gesamte Literatur 
findet. Es erscbien, als meine Sammlungen abgeschlossen waren, doch 
konnte ich es noch verwerten. Historisch ist: Siegmund Gilniher, Ver- 
miscbte Untersuchungen zur Oescbichte der mathematischen Wissenscfaaf- 
ten Kap. 1: Die Lehre von den Sternpolygonen und Stempolyedern iu 
der Neuzeit, Leipzig (1876). Viel Material ist auch in den (kristallo- 
graphischen) Arbeiten HesseV^ (Artikel „KristaU" in GeJder^B physi- 
kalischem Lexikon), Bravais, Marx, Geschichte der Eristallograpbie. 
Karlsruhe (1825). P. Groth, Physikalische Kristallographie, Leipzig 
(1876) u. a. 

Die wesentlichsten Errungenschaften sind die Sternpolyeder Poinsofs 
oder Kepler^s und die Polarkorper zu denen des Archimedes, iiberhaupt 
die strikte Durchftihrung des Dualitatsgesetzes. An den Hauptarbeiten 
sind Frankreich, Deutschland, England beteiligt. Von Listing (siehe 
-Baferschen Satz) abgesehen, steht dem Dreigestirn: Hessd, Hefi, 
J. K. Becker in Frankreich Poinsot, Cauchy, Camtlle Jordan gegen- 
liber und in England Cayley und Kirhman, Der Elementarmathe- 
matik gehoren die zahlreichen Arbeiten L'Huilier's an. 

Die Schule beschrankt sich im wesentlichen auf die einfachen 
Folgerungen aus dem -BitZerschen Satz, wie sie meist JEtder selbst in der 
1. Abhandlung der Novae commentationes von 1758 gezogen hat und 
wie sie sich in Baltzer^s Elementen, diesem Schatz der Schulen, nicht 
bloB der deutschen, finden, femer auf die gewohnlichen bei EuMid behan- 
delten regularen Polyeder, allenfalls die halbregularen (Archimedes) 
Polyeder, und geht auch wohl gelegentlich auf die Sternpolyeder ein; 
besonders seitdem Wiener ihre Netze und Bilder zeichnete, reproduziert 
bei HeiS'Eschweiler und S. Giinther. 

Unter Polyeder verstehen wir mit J. K. Becker einen von n ebenen 
Flachen vollig begrenzten und iiberall zusammenhangenden Raum, 

Simon, Elementargeometrie. 14 
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aber meist die Oberflache eines solchen. Sind alle Begrenzungspoly- 
gone einfach zusammenhangende (im Sinne Riemann's, d. h. jeder in 
sich zuriicklaufende Sclmitt auf der Flache schneidet ein Stiick aus)^ 
und ist auch die Gesamtoberflache einfach zusammenhangende so ist 
das Polyeder ein EulerscheB Polyeder, nnd kommt kein Flachen- 
winkel (Dieder) > sc vor, so nennen wir das Polyeder mit Poineot 
konvex; ist es endlich ein konvexes Etdersches Polyeder nnd liegt ganz 
an einer Seite jeder Begrenznngsebene, so wird es mit Mobius kogel- 
artig genannt. 

Louis Fainsot, Memoire sur les polygones et les polyedres, lu 
a la I classe de Tinstitut (1809) 24. Juli; journal de Tecole polytechn. 
cah, 10 p. 16 — 76 (1810), auch Memoires de I'institut, Savants etrang. 
n, an XI, sehr elementar und klar. Einleitung: Die Probleme ge- 
horen in die Geometrie der Lage {Leibniz y Eider, Rosselsprung, Ber- 
liner Memoiren (1759), Vandermonde), I. Polygone, ganz allgemeine 
Definition: gescblossener Streckenzug, Winkel der Polygone, Ufer durch 
Farbung unterschieden wie bei Meister (s. Inhalt). (Interessant ist, 

daB Poinsot noch jt far ^ ^ gebraucht). Definition des BegrijBFs „Art*' 

(Zahl der Umdrehungen ^ h.). Anzahl der verschiedenen Arten (siehe 
regulare Polygone). Polyedre ^toile; Winkelsumme S=^2n(m — 2 A); 
die hochste Art, wenn sie existiert, = 2;r, d. h. also = tc. Er kennt 
den Zusammenhang mit der Kreisteilung und (U 15) mit der 
Kreisteilungsgleichung. Es scheint, dafi ihm Gcm/i' Disquisitiones 
arithmet. von 1801 bekannt waren. Dann geht er auf die 
Seilpolygone ein, um in III auf die regularen Stempolyeder zn 
kommen. Man kennt bis jetzt nur 5 vollkommen regulare Polyeder, 
gestaltet (formes) mittels gleicher und regularer Polygone von 
gleicher Neigung und in gleicher Anzahl um eine Ecke gelagert, unter 
der Beschrankung, dafi jede korperliche Ecke (Angle solide) < 422. 
Aufhebung der Beschrankung. Scharfe Definition von Flache (Hedra 
bei Euler, face bei Poinsot), Kante und Ecke. Fldclien sind die 
Ebenen, welche in kleinstmoglicher Anzahl das Polyeder ferfigstellen 
(achever); Kanten sind die Seiten selber, welche die Flachen begrenzen 
und langs deren sich 2 Flachen verbinden; also 2h=^ f, Nur an 
diesen Eanten liegen die Raumwinkel (Di^dres). Nur an der Stella, 
wo sich zwei Eanten vereinen, liegt eine Ecke, 

Es gibt neue Polyeder, konvex in dem Sinne, dafi kein Dieder 
> 180. Unterschied ist, dafi das zugehorige Kugelnetz die umsdvriebene 
Kugel 7nehrfach bedeckt, dber iiheraU gleich vidfadi (Art des Poly- 
eders). Also sei n die Seitenzahl des regularen einfachen Polyeders, 
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welche mail attwdnden will, a eines ^der^Dieder, so ist die Oberflache 
eines Netzpolygons na — 2w + 4 Oktanten. Ist H die Anzahl der 
Flacheii; E die Anzahl der Male der Kugelbedeckung ^ so ist 
H{na — 2w + 4)= 8i?. 

Sei q die Anzahl der Winkel a um denselben Ponkt der Kugel 
irnd e die Anzahl von 4 Rechten^ die Art der Ecke, so ist ga » 4«, 

also a = -y iind man erhalt (p. 37) die Gleichung Poinsofs: 

Hine- —2n + ^) = E'8. 

Diese Gleichung mit 5 Unbestimmten gibt alle regularen Polyeder, 
welche mit ordinaren Poljgonen als faces moglich sind; dabei mufi e 
prim zu q und 2e<,q—l sein. Poinsot gibt nun die Losungeo: 

n = 3, g == 5, e - 2-, H^ 20, JS - 7, Eckenzahl 12 

und: « = 5, g = 5, e - 2; if^ 12, JE = 3; 

20-flachiges Stemzwolfeck und 12-flachiges Sternzwolfeck. Die beiden 
andeni, die Kejolerscken Polyeder, das 20-eckige Stemzwolfflach und 
das 12-eckige Stemzwolfflach, far welche die Formel nicht gilt, erhalt 
er auf geometrischem Wege (s. u. Cauchy), Der Anhang gibt dann 
den erweiterten £W2erschen Satz (vgl. Nr. 32). 

Die beiden letzten Korper sind von Kepler^ Harmonice mundi (2) 
26 beschrieben, ihre Netze und Bilder gezeichnet. Baitzer, Berliner 
Monatsberichte (1861) p. 1046 (1862) reklamierte sie fiir Kepler, und 
Wiener, Bemerkungen iiber die regularen Stemvielflache, Schldm. 12 
(1867) p. 174, beschuldigt Poinsot fast des Plagiats, da er aus der Har- 
monice unmittelbar vor der entscheidenden Stelle wortlich eine andere 
zitiert, die sich auf die ArchimediBciien Polyeder bezieht. 

iS. Gunther (1. c.) hat den Bericht Terqtiem's: Nouv. annal. 46 nicht 
yerstanden, der mit der bei ihm so selbstverstandlichen Loyalitat Kepler 
und sogar p. 138 Wentzd Jamniteer (1568), Perspectiva corpor. regul. 
sein Kecht gibt, Vgl. dazu M, Simon, StraBburg, Archiv {Grun) 
(3) 7, p. 109 (1904). 

Poinsot spricht § 40 aus, daB es schwierig sein wiirde, die ver- 
schiedenen moglichen neuen regularen Polyeder zu bestimmen, und 
wirft die Frage auf, ob andere 4-, 6-, 8-, 12- und 20-Flachner mog- 
lich sind. 

Diese Lficke fiillte Augusiin Cauchy aus. 

I. Memoire: Recherches sur les polyedres, lu a la I classe de 
Tinstitut (1811) en I^evrier; Journal de Tecole polyt. t. 9 (1813) 
cah. 16 p. 68. I. Teil: Losung der Frage von Poinsot 40. Wie die 
Polygene hoherer Art gebildet werden, indem man die Seiten der ge- 
ld* 
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wohnlichen vom selben Grade {Cauchy versehentlich esp^ce statt ordre) 
verlangert, so entstehen die Polyeder hoherer Art, indem man die Plachen 
oder Kanten der ^AZidischen verlangert. So das Stemdodekaeder 2. Art 
(Poinsot, 3. nach Wiener)^ wenn man im ge wohnlichen Dodekaeder 
die Kanten der 12 Pentagone verlangert (Kepler). 

Wenn man im gewohnlichen Dodekaeder die Ebene, welche jede 
einzelne (chaque) Flache enthalt, fortfuhrt bis zu der einfachen Be- 
gegnung mit den fiinf Ebenen der fiinf Flachen, welche die entgegen- 
gesetzte Flache umgeben, so erhalt man das Dodekaeder 3. Art am- 
grenzt (Tranz. besser: compris = inbegriflFen), wie das gewohnliche von 
Funfecken 1. Art (Poitisot), Wenn man in diesem Dodekaeder 3. Art 
die Eanten verlangert, so erhalt man das Dodekaeder 4. (7.) Art 
(Kepler). 

Man erhalt das Ikosaeder 7. Art, indem man jede einzelne Flache 
des gewohnlichen Ikosaeders fortfuhrt, bis sie die Ebenen der 3 Drei- 
ecke triffl}, welche die entgegengesetzten Flachen umgeben. Beweis der 
Unmoglichkeit weiterer regularer Poly gone dadurch, dafi der Eern zu 
einem einfachen regelmaBigen Kugelnetz gehort, worauf eigentlich schon 
Poinsot hingewiesen hatte. 2. Teil: Eulerscker Satz (s. d.). 

U. M^moire: ibid. p. 77, In d. la stance du 20. Janvier (1812). Beweis des 
EtiklidBoh&n Satzes in Buch 11, Definition 9 der Elemente. 1. Tail: 8 S&tze fiber die 
Variation der Winkel in geradlinigen und sph3,rischen Polygon en (konvex im ge- 
wohnlichen Sinne, dafi sie ganz aof einem Qfer jeder Seite liegen) bei Eonstanz 
der Seiten. 2. Teil: Th^orie snr les angles solides et les poljMres convexes 
(kngelartig). Folgemng aus dem Eulerschen Satze nnd Theor. 18 der Satz: In 
einem konvexen Polyeder, dessen SeitenflS,chen invariabel, sind die Neignngs- 
winkel der Seitenfl&chen auch invariabel, so dafi man mit denselben Fl&chen (in 
ders. Reihenfolge) nur ein symmetrisches zweites konvexes Polyeder konstruieren 
kann. Damit ist Euklid 11, Definition 9 nnd 10 bewiesen. Die Arbeiten von 
Poinsot und Cauchy sind durchaus elemeniargeometrisch. Correspondance Hcichette 2 
(1812) Jnli p. 361—367 finden sich die Rapporte von Malus (1811) 6. Mai und 
Legendre (1812) 17. Febr. Legendre hatte den Satz in einzelnen F9Jlen bewiesen 
(£l^m. de g^om.). 

DasReferat von lerquem {1S^9) ist schon erwfthnt; es ist dann von J. Dienger 
(Karlsruhe) breiter wiedergegeben, Crrun. 13 p. 843: tJber Stempolygone und 
Sternpolyeder nach Poinsot, deutsch. (tJber Poinsot vgl. Tedinat, Nouv. 
annal. 8.) 

Cauchy^s Beweis des J^t^2t(2ischen Satzes ist von ThibauU^ Nouv. annal. 2 
(1843) p. 163 bedeutend vereinfacht; den Beweis, dafi die vier die einzig mdglichen 
regularen Polyeder hCherer Art sind, wiederholt J. Bertrand^ Comptes Bendus 46 
(1858) p. 79, p. 117 Note etc. mit Benutzung eines Gedankens Poinsot'a (43) : Die 
Ecken eines regul§<ren Polyeders h5herer Art sind zugleich die Ecken eines 
regularen Polyeders erster Art. 

Cayley, Edinb. and Dublin philos. magazine (4) t. 17 p. 123. On Poi/nsoV% 
four new regular bolids. Die iC^pIerschen und die PotM«otochen sind polar (wie 
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Oktaeder und WQrfel etc.); richtige BestimiDung dei Art der KeplerBchen 
Polyeder. 

Chr, Wiener, Yielecke imd Yielflache (1864). Zom erstenmal (abgesehen 
von Kepler und Jamnitzer) die Bilder der neuen EOrper, Geschichte nnd sehr viel 
eigene Arbeit, zumal in den Definitionen, auch fOr Polygone. 

Ant Steinhauser, Die Netze der PoinsotBohen EOrper, Programm Graz (1871). 

G. Dastor, Crrun, 62 p. 78, Les trois spheres des poly^dree r^goliers ^toil^s. 

Th. Hugely Die regnl&ren und halbregul&ren Polyeder mit 113 stereoskopischen 
Figuren), Programm Neustadt a. d. H. (1876) (irrtdmlich ein 10. regulSxes Polyeder). 

JE. Hefi, Ober die zugleicb gleicheckigen und gleichfi&chigen Polyeder, eine 
Fortsetzung der entsprechenden Scbrift fur Polygone von 1874 und Zusammen- 
fassung und Erweiterung seiner Arbeiten in den Marb. Bericbten. Eine Wiirdigung 
von Hefi findet sich bei Bruckner p. 204. 

E, Hefi, Einleitung in die Lehre von der Eugelteilung, Leipzig (1888); 
grundlegendes Werk, vgl. Bruckner. 

C. Koch, Correspondenz fur die Gelebrten und Reakcbulen (1887). 3/4. Heft: 
t^ber regul&re und halbregul&re Stempolyeder. Tubingen (1887). 

EfMidische regtdare Polyeder. 

(Tetraeder s. d.) Die Benennung der Polyeder geschieht auf Vor- 
schlag Euier's Yorzugsweise nach der Flachenzahl; ohne Rucksicht auf 
die Seitenzahl der begrenzenden Polygone. 

A. M. Legendre, Jll^ments de gdom^trie (1798) etc. (sph&rische Trigonometrie). 

Meyer Hirsch, (Jeometriache Aufgaben (1807) 2. Teil. 

Ilaugergues, Gerg. 2 (1811) p. 357. Relation entre le dod^ca^dre et Tico- 
saedre r^gulier inscrita ^ xme m§me sphere. 

L'Huilier, Gerg. 3 p. 169. Bestimmung der m5glicben funf regulllren Poly- 
eder, ihrer Ecken-, Fl&cben-, Eanten-Zabl, Art der Polygone und Ecken auB dem 
^M^erficben Satz: ibid. p. 283; Existenz und Eonstruktion der regulS^ren Polyeder 
aus der Zerlegung in regul&re Pyramiden, deren Spitze im Zentrum; desgl. zwei 
Archimedische E5rper (polar), s. u. 

Ahanne, Gerg. 9 p. 321 — 44, d. b. Gergonne selbat (wo in den Ann. nicht An- 
fangsbuchstaben stehen, ist fast immer Gerg. selbst der Yerfasser). Bechercbes 
Bur lea polyfedres r^guliera et aemi-r^g. DualiiM. 

C. F. A. Jcbcdbi, van Stvinden (1834); besonders metriscbe Relationen; Eon- 
btruktionen von Polyedem ineinander; dort p. 394 die Aufgabe, durch einen Wiirfel 
einen gleicb grofien durchzuscbieben , die von Prim Buprecht von der Pfalz ge- 
stellt und praktiscb gelOat, von WaUis theoretiscb, und dann alB Maximalaufgabe 
(gr^^fiten Wiirfel durchzuachieben) von Niewwland gelOat ist. (p. 542). 

F. SchuUze, OreUe 28 (1844) p. 108. Allgemeine Berechnung der fOnf EOrper. 
Eugelteilung. 

A. Hohl, Die Lehre von den Polyedem. Tubingen (1841). 2. Aufl. (1881). 
H. Breton, Grun. 6 (1845) p. Ill; Beweis des Satzea von A. 8. Livy: Wird 
Ecke S dea regularen Oktaeders von Ebene AB^OD' geBchnitten, so ist: 

SA' '^'sc'^ ~SR "^ Sir ' 

J. Steiner, CreUe 31 p. 90. Satz vom Oktaeder (b. Stereometrie). 
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Fischer (Bayreuth), Grtm. 11 (1848) p. 168. Einige Bemerkungen iiber 
regal9.re Polyeder: Wenn ein EOrper eine In-, eine Urn- und eine Eanten-Eug«l 
hat (Eantenkngel fehlt bei Euklid), so ist er regul&r. Fischer ist for die Schtde 
noch heute brauchbar, vgl. auch Meyer Hirsch (1. c), und oft ohne Quellen- 
angabe benntzt. 

Cauchy, Comptes rendns 26, p. 517 (1848) 15. Mai. Drei S9>tze fiber regulSjre 
Polyeder. Ein Badins der Umkugel steht _L auf verschiedenen Polygonen, auf 
die sich alle Ecken aufierhalb des Radius verteilen lassen. 

Die Lehrbiicher von E. F. August und J. T. H. MuUer, siehe bei Lehr- 
bdcher. 

C. Wicke, Crrun. 25 (1855) p. 181: tfber das Ikosaeder und Pentagondode- 
kaeder, Achsen, 

B, Sommer, Grwn. 32 (1859) p. 289. Badien der In- und Umkugel etc. 

Heis und Eschweiler (1867); s. Stereometrie (auch Stempolyeder als Anhang). 

L, A, Sohncke, Grun. 47 (1869) p. 69, sehr elementare Eonstruktion der rega- 
l&ren Polyeder, vgl. Meyer Hirsch. 

P. H, Schonemann (Halle), Schlom. 18 (1878) p. 387. Ikosaeder und Stem- 
dodekaeder (die Ecken des Ikosaeders liegen in drei kongruenten senkrechten 
Achsenrechtecken) . 

H. Heilermann, Hoffmann 9 (1876) p. 186. Die fiinf reg^l3xen Vielkante etc. 

Joh. Schubert (als Student; Schiller von Chr. Wiener), Schldm. 20 (1875) 
p. 460; Beziehungen zwischen den Projektionen des regulS.ren Zw5lf- und Zwan- 
zigflachs. 

G. Bostor, Grun. 59 (1876) p. 50. Idem: Lioumlle (8) 5 (1879) p. 209 (auch 
vier Stempolyeder elementar, Eantenkugel etc.) ; auch Bourget (1877) p. 134, 
167, 228. 

E, Hefi, Hher die zugleich gleicheokigen und gleichfl&chigen Polyeder (1876) 
(allgemeiner als die regul&ren Polyeder), s. oben. 

Hugel, 8. oben. 

E. Cesdro, Nouv. correspond. 6 (1880) p. 118. Existenzbeweis wie schon bei 
Bdkzer und noch etwas fruher VHuilier, Gerg. 3. 

H M. Jeffery, London Boy. Society proceed. 13 (1882) p. 106. Theorems re- 
lating to the regular polyhedra analogous to those of Dr. Matthew Stewardt on 
the regular polygons. Von den Ecken und dem Zentrum der Umkugel mit Ra- 
dius a seien Lote p^, • • •, p^ und p auf eine Ebene gefSJlt, so ist 

fiir alle fdnf, wenn m =8 1, 2, 3; fOr Ikosaeder und Dodekaeder, wenn m »= 4 = 5. 

2. FClr einen beliebigen Punkt sei dy die Distanz von einer Ecke und v 
Yom Zentrum, so ist 

E. Hefi, Eugelteilung (1888) p. 22. 

0. Ldtoe, t^er die regul&ren und Poinsotschen E5rper und ihre Inhalts- 
bestimmung mittels Determinanten (1883). 

jP. Klein, Yorlesungen fiber das Ikosaeder und die AuflOsung der Gleich. 
5. Grades (1884) (algebraisch). 

E. Henard, Comptes rendus 101 p. 282. Sur les seize reseaux des plans de 
ricosa^dre regulier convexe (1885). 
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E. Barbier, ibid. p. 304. ObBeryations etc Hina/rd knt&pft an Cauchy (1. c.) 
an, der sagt, dafi man 7 aufeinanderfolgende Netze atis dem Ikosaeder gewinnen 
kann. H^nard gewinnt 8, Barbier sagt: bekannt, und gibt einige Eigenschaften 
der Netze an. 

E, Zeppenfeld, Projektion der regul9xen Polyeder; Programm Elberfeld (1884). 

E. Barbier, Table dee principanx dl^ments des dix (?) figures poly^driquea r^- 
guli^res. Gompt. Bend. (1886) 101, p. 662. 

B. Hoppe, Grun. (2) 4 (1886) p. 441, regulftre Pyramiden und Polyeder. 

/. E. A. Steggall, Edinb. M. S. proceed. 7 (1889) p. 66. Note on the regular 
solids. Existenzbeweis der 5; p Punkte gleichformig auf der Kugel zu verteilen; 
aber Hefi (1883) nicht beachtet. 

E. Cesdro, Lisboa Memorias (1888). Forme poliedr. regolari e semiregolari 
(in tutti gli spazii). ' Es gibt 18 Arten yon Polyedem, bei denen die Seitenflftchen 
in derselben Ordnung (k — 2) in jeder Ecke mit gleicher Anzabl zusammenstofien, 
nnd polarer Satz. 

Fr. Both, Beitrage zur Stereometric; Programm Buxtehude (1890) (nicht 
elementar). 

Herm. Wiener, Herstellung der Platonischen K5rper aus Papierstreifen. Ea- 
talog Dyek, Munchen (1893) Nachtrag. J. Cemesson, Bourget (1894). Dodekaeder 
und Ikosaeder, Grundrifi und Aufrifi und daraus Berechnung der Gleichung 
zwischen Eante und Radius q des Umkreises der Seitenfl&che. 

G. HolzmHUer, Methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik Teil 1 (1896) 
ders.: Elemente der Stereometrie (1899 und 1900). In beiden Buchem eigenartige 
Behandlung. 

Die Archimedischen Korper, ursprdnglich die gleicheckigen^ von 
kongruenten regularen Polygonen verschiedener Art begrenzten halb- 
regularen P, welche Pappus (bis auf die Prismen) aufzahlt als Archi- 
medische; neuerdings auch ihre polaren, voii kongruenteii Polygonen 
und regelmaBigen Ecken verBchiedener Art begrenzt; die Archimedischen 
Korper erster Art = A, die der zweiten = A\ 

Die Schule behandelt von den ^'s wohl nur die durch Ab- 
stumpfen der Kanten eines Tetraeders und des Wtlrfels auf % ent- 
standenen 8- und 14-Flachner, abgesehen vom Prisma und von gleich- 
flachigen nur den durch Aufsetzen der Pyramiden auf den Wurfel 
entstandenen. Doch findct sich in Haucks Lehrbuch der Stereometrie 
eine konstruktive Ableitung samtlicher A^q und in Lampes Progr. ,^Geo- 
metr. u. mechan. Aufg.'' (Berlin 1885) eine einheitliche Berechnung aus 
gegebener Kante ohne spharische Trigonometrie. 

Meyer Hirsch, Geometrische Aufgaben T. 2 (1807), sehr einfache Ableitung 
der A aus dem Descartesschen Satz (s. u.), auch schon zwci gleichfl&chige A'. 

N. J. Lidonne, (1808) Anschlufi an Kdstner^% groBe Arbeit iiber die A\ vgl. 
M. Simon oben bei Poinsot 

CferffOfine 9 (1819) p. 321. Eecherches sur les poly^dres. Dualistisch, 
A durch Abschneiden von den Ecken, A' durch Aufsetzen auf die FlSchen. 

A. Hohl, Die Lehre von den Polyedem, Tilbingen (1841) mit Tafeln der 
Netze. 
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/. T. H. Mailer, Trigonometorie (1862). Die A durch Kugelteilung, p. 346 
die polaren der A, kurz aber alle. 

A. Bravais, pr^sent^ a Tacadf^mie des sciences (1848) 11. Dec. Comptee 
rendus 29 (1849) p. 133; Rapport von Cauchy. LiouviXU 14 (1849) p. 137: M^moire 
sur les poly^dres de forme symetrique (Ostwald's Elassiker Nr. 17). Eine hoch- 
bedentende Arbeit, welche vom krjstall. Gesicbtspnnkt ansgebend zunSrCbst Sjsteme 
von geraden Punkten (rang^, deren Netze etc. betrachtet, aber nicht oder doch 
nur sebr znm kleinen Teil in die Elementargeometrie bineingeb5rt; doch gibt sie 
YeraDlassnng, die Symmetrie nnd die Achsen der Polyeder genauer zu betrachten. 
Bravais' Arbeiten sind jetzt aucb ins Deutsche tlbersetzt von 0. nnd E, Bla- 
sius (1899). 

E. Catalan, Journal de Tecole polytecbnique 41. Heft (1866) p. 1. Die Preis- 
arbeit (ehrenyoUe ErwS.hnung) (s. Eulerachen Satz). Die A dee Paj^ms (inkl. der 
beiden Prismen) nnd ihre polaren, aber unabh&ngig voneinander behandelt, ob- 
wobl Catalan die polare Beziehnng (reziproke) kennt. Teilung der Eugel in reg^- 
I9>re Polygene verscbiedener Art nnd Teilung in gleiche Polygene, so dafi die 
Winkel an jeder Ecke der Reihe nach gleich sind^ Ableitung auseinander. Die 
Arbeit ist ein Yorl3,ufer von Hefi' KugeUeilung (sph&r. Trigon.). 

K. Heinze, Die halbregelm&fiigen Kdrper, Programm EGthen (1868), ohne 
sph&rische Trigonometrie, Ableitung der J., Oberfl&chen- und InhaltsbeBtimmung, 
8. auch die von Lucke berausgegebene Heinzesche Stereometric. 

Ch. Hessel, Marburger Berichte (1871). Cbersicbt der gleicheckigen Poly- 
eder und Hinweisnng auf die Beziehung dieser EGrper zu den gleichflilehigen. 
Neue Arten halbreguUlrer Edrper. 

E. Hefi, t)ber die m5glicben Arten und Variet3,ten einiger A EOrper, Mar- 
burger Berichte (1872) (Teil 1 behandelt die gleicheckigen und die gleichfllkhigen 
Polygene). Teil 2: Die desgleichen Polyeder. Idem ibid. (1876): tTber zwei Er- 
weiterungen des Begriffs der regelm&fiigen E5rper. 1. Diskontinuierliche , z. B. 
Ring zwischen zwei konzentrischen. 2. Polyeder, welche kongruente, oder sym- 
metrische Flachen und Ecken haben, die aber nicht regul&xe sein mussen. Diese 
und andere Arbeiten zusammengefafit in: t^er die zugleich gleicheckigen und 
gleidhfldchigen Polyeder^ Eassel (1876). O^ber vier ArchimediBche Polyeder h5herer 
Art, Eassel (1878) etc. Alles zusammengefafit in das Hauptwerk: Einleitung in 
die Lehre von der Eugelteilung , Leipzig (1883). ,^Da8 Studium des Werkes ist 
fflr jeden, der in diese Materie tiefer eindringen will, unentbehrlich" (Bnickner), 
Um gestaltliche Vorstellung besonders der stemfbrmigen A zu erleichtem, schrieb 
Hefi: Uber Polyeder-Ealeidoskope; Marburger Berichte (1882), Dyck\ Eatalog 
(1893). 

A, Badowreau^ Comptes rendus 87 (1878) p. 823 (M^moire sur les figures 
isosceles). Anknilpfend an Gerg. 9 werden die durch Nullsetzen des Nenners, der 
die Archimed. EOrper liefert, erhaltenen ebenen Netze untersucht. Die Arbeit be- 
trachtet dann Polyeder h5herer Art. 

/. Pit9ch^ Zeitschrift fBr Realschulwesen , Wien (1881). tJber halbregul&re 
iS^mpolyeder (aber sp&ter als Hefi). Zusatz 6 (1882) halbregullbre Stempolyeder 
mit fiinfseitigen Ecken. 

A. E, Gesdro, Forme poliedr. etc. (s. oben); 4. Teil n dimensional (1888). 

jP. Panizza^ Periodico 3 (1888). Nota sui pol. etc. dito. 

Einige Werke siehe bei den regalaren Polyedem; es versteht sich, 
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daB die -4K6rper bei Wiener (auch schon rorher bei Baltzer) und 
sehr ausf&hrlich bei Bruckner behandelt sind. 

Die Arbeit F. EberharcCs, Zur Morphologie der Polyeder, Leipzig 
(1891)^ 80 hochbedeutend sie ist^ und die von Fedorow, Qmndlagen der 
Morphologie und der Systematik der Polyeder (russisch) (1893) gehoren 
in die Morphologie. 

AUgemeine Eigenschaften. 

Schon Euler zeigte den Zusammenhang seines Satzes (Nr. 32) mit 
dem De^car^schen. ,^ kugelartigen Polyeder ist die Winkelsumme 
der ebenen^ die Flachen bildenden Polygone w? = (e — 2) 4 J?'; also nur 
von der Eckenzahl abhangig; direkter Beweis bei Cauchy (1. c), bei 
L'Huilier, Legendre etc. Ist das Polyeder (2m + l)fach zusammen- 
hangend^ so ist der Faktor e — 2 um 2 m zu vermehren {UHuUier), 

Die Folgerungen aus dem jEuZerschen Satze, besonders fiber die 

Zahlen der dreieckigen, viereckigen etc. sind yon Euler, Cauchy, UHui- 

lier, Legendre, Gergonne [15] etc. (1. c.) gezogen. Siehe auch R. Balt0er*s 

Elemente der Mathematik und Jacobi, van Sunnden (ISM) Anhang p. 436 ff., 

der sich librigens unabhangig von Hessel der Bezeichnung* Eulersche 

Polyeder fiir die kugelartigen bedient. Schon Eider hat in der ersten 

Abhandlung (s. Nr. 32) bewiesen, daB es kein Polyeder mit nur 6 flachi- 

gen Ecken und kein siebenkantiges gibt. 

Cauchy bewies, dafi ein gewOhnliches Polyeder durch die Seitenfl&chen 
v5llig bestimmt ist (8. oben). Lbgendre bewies in den filaments de G^om^trie, dafi, 
wenn das Netz eines Polyeders gegeben ist, im allgemeinen soviel Bestimmnngen 
als das Polyeder Kanten hat, also k zur Beetimmung des Poleders genugen, also 
z. B. die L&ngen der Kanten. Der Legendresche Satz ist dann von Catalan (1. c), 
Hoppe, Grun. 55, 217, H. Schubert, G-run. 63, p. 97, Eausenberger , Elementar- 
geometrie etc. (1887) bewiesen. 

Die allgemeine Theorie der Polyeder gehort in die Morphologie 
und fur die zahlreichen Arbeiten von Cayley, Poinsot, Mobius, Kirk- 
mann Eberhard, Hermes etc. verweisen wir auf Bruckner, sowohl: Viel- 
ecke und Vielflache, als schon (1897) Programm, Geschichtliche Be- 
merkuDgen zur Aufzahlung der Vielflache, Zwickau, sehr viele Abbil- 
dungen; auch C, Reit^ia/rdt, der sich um den Mobiussehen NachlaB groBe 
Verdienste erworben, Programm MeiBen (1890): Einleitung in die 
Theorie der Polyeder (auch ffir die Theorie der Stempolygone wichtig, 
Farben zur Unterscheidung der Ufer). 

32. Bnlersoher Satz. Als Grundsatz der Lehre von den gewohn- 
lichen kugelartigen Polyedem lautet er in Deutschland meist 

e + f^k + 2, 
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wo e die Zahl der Ecken, f die der Seitenflachen, k die der Eanten be- 
deutet (vgl. aber J. K, Becker). 

Der Satz ist von Eukry Novi commentarii etc. Petropol. 4 (ad 
ann. 1752 — 53) (1758) publiziert, zunachst in der fflr die Schule ganz 
und gar yerwendbaren Abhandlung Elementa doctrinae solidorum 
p. 109—140 als Prop. 3 § 33 in der Form: 8 + H^A + 2 (Angula 
solida = fif = Zahl der korperlichen Ecken, H = Hedra = Flache, 
A = Acies, Plural Acieres = Xante). Euler setzt binzu: Fateri equidem 
cogor me huius theorematis demonstrationem firmam adbuc eruere non 
potni. Aber in der angeschlossenen Arbeit: Demonstrat. nonnullariun 
insignium proprietatum, quibus solida hedris planis inclusa sunt prae- 
dita^ in der auch das Yolumen des Tetraeders durch die seehs Kanten 
ausgedruckt ist (Joach. Jungius), gibt er von 141 — 153 den Beweis 
indem er durch sukzessives Abschneiden einer korperlichen Ecke, wobei 
die Zahl e+/*— Z; konstant bleibt, die Frage auf das Tetraeder zuriickffihrt. 
Der Beweis ist durch und durch elementar und leicht verstandlich. Er 
deutet vorher auch schon den Beweis an, den Korper aus Pyramiden 
zusaramenzusetzen wie das Polygon aus Dreiecken, den spater VHuUier 
ausgefiihrt hat. Er zeigt auch den sich gegenseitig bedingenden Zu- 
sammenhang zwischen dem Eukr^aAien Satz und dem von Descartes: 
Die Winkelsumme W der planen Winkel ist {e — 2)4 Rechte. 

Der Satz gait als jBwfersches Eigentum, bis E. Prouhet am 
23. April (1860) die Pariser Akademie aufmerksam machte auf eine 
von Leibniz stammende Abschrift einer Notiz von Descartes, gedruckt 
in den oeuvres inedits von Foucher de Cerreil, Paris (1860). Prouhet 
gab mittels Normalen auf die Flachen von einem Punkt aus den Be- 
weis des EulerschQn Satzes aus dem Satz liber W] aber erst Baltzer, 
Berliner Monatsberichte 1861 p. 1045 wies nach, daB der von Prouiiet 
nicht mitgelesene Schlufi den Beweis von Descartes^ Kenntnis des Eider- 
schen Satzes lieferte, die z. B. J. K, Brcker, SchVom. 14 (1869) noch be- 
zweifelt. Man vgl. auch de Jonquieres, C. R. 110, mehrere Noten (s. u.). 

Indessen hat Eider, der, wo er konnte, Quellen angab (FermatscAie 
Satz bei Ereis) a) den Satz nicht gekannt, b) hat er ihn, und mtlhsam 
genug, bewiesen. Gekannt aber hat Archimedes schon den Satz, wie 
BoXtzer und Guniher (Vermischte Untersuchongen) bemerken, da er 
sonst unmoglich die halbregularen (gleicheckigen) Polyeder alle (bis 
auf die unbestimmten) hatte aufstellen konnen, und, wie Gilnther wahr- 
scheinlich gemacht hat, auch Cardano'^ aber Eider hat ihn bewiesen 
[in der Natur des Archimedes lag as freilich, Satze, die er experim en- 
tell gefunden, zu beweisen, und den Beweis Eider^s hatte er ebenso gut 
geben konnen]. 
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Nach Euler hat sich auch Casfillon mit dem Satz beschaftigt und 
sodann Legendre, der in den Elementen einen fQr kugelartige {Mobius) 
Polyeder geltenden Beweis mittels des Ansdrucks fdr den Inhalt eines 
spharischen Polygons gab, und derselbe Beweis findet sicb bei Meyer 
Hirsch, Geometrische Aufgaben Teil 2 (1807) p. 93 (und bei Hefi, 
Kugelteilung p. 191). Wie L'Huilier sehr richtig bemerkt, ist aber die 
Einfachheit nur scheinbar^ da der Beweis die Spharik voraussetzt. 

Gleichzeitig sind dann Cauchy und UHuUier zu erwabnen und 
vor beiden Poinsot, Nachtrag zu der Arbeit fiber die Stempolyeder (s. 
oben), p. 46 — 48, der den jEvlerschen Satz ffir Polyeder hoherer Art 
beweist. Poinsot gibt die Tragweite des LegendreBchen Beweises an 
und dehnt ihn aus auf den Fall, daB dieKugelmelLrfacli(„J?'fach) bedeckt 
wird, aber die begrenzenden Polygone alle erster Art sind; er erhalt 

S + H^A + 2E. 

Cauchy, Memoire (s. oben Nr. 31) Teil 2 p. 77: Wenn man ein Poly- 
eder in so viel andere zerlegt, als man will, so ist, indem man be- 
liebig eine Ecke im Innem annimmt, falls P die Anzahl der neuen 
Polyeder ist: S + F = A + P+l'j als Folge da von ergibt sich der 
Eulersche Satz und als Spezialfall der Satz vom ebenen Netze: 

S + F^ A + 1. 

Dieser wird jetzt direkt bewiesen, indem man ulle Polygone des 
Netzes in Dreiecke zerlegt, oder durch den SchluB von n auf n + 1. 

Der Beweis ist schon in der correspondance sur Tecole polytechn. 

{Hachette) t. 2 N. 3 vom 3. Janv. (1811) (der bekannte Beweis, von 

Grunert, Arch. 47)) gegeben; widersprechend ist, daB er hier schon auf 

das im Februar gelesene Memoire verweist. 

L'Huilier^ Gerg. 8 (1812) p. 169—189 ; Auazug von Gergonne und Zwiachen- 
bemerknngen Gergonne's, Memoire sur la polj^drom^trie, contenant una d^monstr. 
directe du th^or^me d'EuUr et un ezamen des diverges exceptions auxqnelles ce 
th^r^me est assujetti. Die Arbeit stammt vennutlich von 1809; sie gibt zwei 
Beweise : * 

1. schon von Euler angedeutet, durch Zerlegung von einem inneren Punkt 
aus in Fyramiden, und 

2. durch Frojektion des Edrpemetzes auf eine Ebene. Die Winkelsumme 
des Projektionsnetzes l9.fit sich dann leicht doppelt ausdriicken und liefert 
den Satz. 

Gergonne beweist dann streng den Descartesschen Satz uber die Summe der 
Kantenwinkel (4e — 8). Es schliefien sich dann zwei S9,tze von FranQais an 
p. 189 — 191 uber die Summe der Angul. solid. (Ecken) und der Dieder. Der zweite 
Beweis ist von /. Steiner, der generaliter mit den 6rer^.schen Annalen gut bekannt 
war: CfreUe 1 p. 364 reprodueiert, wie der Cauchysche von Chrunert, CreUe 2 p. 867; 
er findet sich u. a. bei Mehler n&mlich der zweite, von Steiner reprod. B. und ist 
in den Schulen der gewdhnliohe. 
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L'Huilier geht schon auf die Ausnahmen ein. Das Polyeder kann ans i 
einzelnen j^uferschen Poljedem bestehen, es kann von o„Ean&len*^ durchbrochen 
sein, es kann von 1, 2, 3 • • • Polygonen begrenzt sein, die jedes in aich p^ , p^ etc 
zur Grenze gehQrende Poljgone enthalten; dann ist 

e-A; + f=2(t-o + l)+2l>- 

Chr. Hessel, CrelU 8 p. 19; Nachtrag zum J^wZerBchen Satz. Ausnabmen, 
Zusammenstellung von Polyedem, die sehr &hnlich sind, nnd wo for das eine der 
Euiersche Satz gilt, fdr das andere nicht. Idem: QfMestiones stereometricae potissi- 
mum ad thearema Euleri, Marburg (1881), ganz eigenartiger Beweis. 

Schulz V. Strasenicki^ CreUe 14 p. 83 zeigt, dafi die Ausnahmen von Aufsetzun- 
gen und Aush&blungen herr^bren. 

Ch. V. Staudt, Geometrie der Lage , Numberg (1847) § 4 (so einfacb und 
kurz der Beweis ist, er wird von den ScbtUem nicbt erfafit). 

J. B, Sturm, Grun. 24 (1866) p, 114 Nr, 4. 

CayUy (1. c.) verbessert die Potn«otoche Formel durcb Definition des Inbalts 
eines Stempoljgons (s. Inhalt) und findet die allgemein giiltige Formel: 

eS + eK^ A-^ 2D. 

E. F. August^ Programm (1. c.) (1864), FuBnote (im wesentlichen Euler), 
P. A. Kirkman, Lit. and phil. society, Manchester (1866) p. 47. On the 
Repres. andEnumerat. ofPolyhed. Das J^ul^rsche Polyeder aus einem prismatischen 
E5rper so durch Scbnitte hergeleitet, dafi e -{- f — k konstant bleibt. 

J. B. lAsting, Einleitung zum Zensus raumlicher Eomplexe. 
Unter Zensus versteht er die Kunst zu zahlen; er gab dem Satz die 
allgemeingllltige Fassung, die ilin mnemotechnisch leicht behaltbar 
maeht. Gibt man der Ecke die Dimension 0, der Geraden 1^ der 
Flache 2 und dem Baum 3, so lautet der Satz: Die Gesamtzahl der 
geraden Begrenzungsstticke ist gleich der der ungeraden. Listing macht 
auf die Unbestimmtheit von L'HuUier^s Zahlen aufmerksam, die er in 
dem Zensustheorem, der denkbar grofiten Verallgemeinerung des Euler- 
schen Satzes, beseitigt. Derselbe: Zensus raumlicher Komplexey Got- 
tingen (1862), vielleicht die bedeutendste topologische Arbeit. (Er hat 
unabMngig von Gaufi und Riemann die Bedeutung der Zahl j> erkannt.) 

A. Cayley, Philosoph. magazine 21 p. 424. On the partition of a close (1861). 
Verallgemeinerung des *^u2erschen Satzes aui einen geschlossenen Linienzug in 
der Ebene oder auf der Kugel. 

/. K, Becker, Grun. 38 (1862) p. 316: Zur Polyedrom.; desgl. 40 (1863) p. 12 
(s. unten). 

E. Catalan (1. c.) 2—26 Folgerungen aus dem Eulerschen. Satz {IjegendreBcher 
Satz, 8. oben). 

A. Mffbius, Silchsische Berichte Bd. 16 (1863) p. 18. Gesammelte Werke 
Bd. 2 p. 433. tlber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders Bd. 17 (1866) 
p. 31 (s. Inhalt). Dazu der von C. Eeinhardt herausgegebene Nachlafi. So hoch be- 
deutend die Arbeiten sind (einseitige FlS^he), so geh(5ren sie trotz des Titels nicht 
in die Elementargeometrie. Sie sind wie die Arbeit Catalans durch die Preis- 
aufgabe der Pariser Akademie hervorgerufen , fur deren LOsung die Arbeit von 
MSbiua, weil sie nicht verstanden wurde, den Preis nicht erhielt. Sie stammen 
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au8 1868. Stdckel hat Math. Annalen 62 (1899) p. 698 auf die Prioritat oder anf 
die Oleichzeitigkeit und Unabh&ngigkeit der Entdeckang der einseitigen Fl&che 
durch Listing hinge wiesen. 

L. McOthiefien, Schlom, 8 (1863) p. 449 , tJber die scheinbaren Ein-. 
Bchra^nkungen des Eulerschen Satzes, ordnet alle Polyeder dem Satze unter. 

ScM/fer, Schlom. 9 (1864) p. 863. Erweiterung bei nicht einfach zusammen- 
gesetztem Netze. 

CatniUe Jordan, Crelle 66 (1866) p. 22. Recherchea but les polj^dies. 
BegiifF dee ,, AepectB*', Einteilang der ^u2erBchen Polyedei in nenn Klaasen nach 
der Symmetrie {Bravais). Crelle 66 p. 86. Resum^ etc. Sor la sym^trie des 
poly^dres non eul^riens. Fortsetzong: Crelle 68 p. 297 tmd Note aur la sym^trie 
inverse des poly^d. non eul^riens (Rapport von Bertrandy Comptes rendns 62 (1866) 
p. 1268, und Brilckner im Anhang). Er fuhrt wohl als erster den Etemannschen 
Begriff des Zusammenhangs einer Fl&che in die Polyederlehre ein. (Die Arbeiten 
Bind aber nicht elementar.) 

Thieme, Brief an BaUzer (1867) 10. Nov. Petersburg, mitgeteilt 3. Aufl. (1870) 
p. 213, vgl. Bemerkung zu Staudt. 

J. K. Becker, SchUhn. 14 (1869) p. 66. Nachtrag p. 337. 

Scharfe Definition von Polygonen nach Biemann, schliefit Stempolygone aus, 
aber nicht mehrfach zusammenhtlngende ; dito Polyeder p. 69. Die Zahl D der Drei- 
ecke, in welche sich die Oberfl9.che des Polyeders durch Diagonalen zerlegen Iftfit, 
ist bei einfachem Zusammenhang der OberflSlche und ihrer Seitenfl§,chen D = 2 
(e — 2), wo e Zahl der Ecken. Dies iBt der Fundamentalsatz, aus dem unmittelbar 
der Descartessche Satz und ebenso unmittelbar, da 1>==:2A; — 2H ist, der Etiler- 
sche folgt. Ein Polyeder ist n-ter Rlasse, wenn es durch n Grenzflilchen im Innem 
in zwei getrennte Telle geteilt wird, deren Oberfl&che einfach zusammenh&ngend ist. 

D = 2 (e-|- 2n — 4); 

auf diesen Satz ist der Zusammenhang der einzelnen Seiten ohne Einflufi; femer 
erweiterter Eulerscher Satz, wenn sSmtUche Fl&chen erster Art sind: 

Folgerungen fiQnf Gleichungen. Ein Polyeder ohne dreiseitige Ecken und drei- 
seitige Fl9^hen kann nicht von der Art 1 sein; gehOrt es in Elasse 2, so hat es 
nur vierseitige Ecken und Flg,chen. Schlufi: Polyeder hOherer Klasse mit gleich- 
vielseitigen Ecken (3 -f- <<) und gleichvieleckigen Fl&chen B -\- §; dann: 

k-2(n 9^ 4- ^ (w - 2) («+/> + 1) 

wobei 

& > 6 (n — 1), a und ^ «= < 4. 

1. Nachtrag p. 337 — 343. Inzwischen hat Becker Jordan kennen gelemt. 

C. Jordan, Ob6rfl9.che, die von m geschlossenen, sich selbst nicht schneidenden 
Linien begrenzt und von solchem Zusammenhang ist, dafi man n geachlossene 
sich selbst nicht schneidende Linien auf ihr ziehen kann, ohne sie zu zerstficken, 
ist vom Typus (m, n), und es ist: 

S + F^A-\-2 — m — 2n. 

Becker zeigt dann, dafi sich jedes ebene oder windschiefe e-Eck durch e — 8 
Diagonalen in e — 2 Dreiecke zerlegen l&6t, wobei es einerlei ist, wie man die 
Diagonalen zieht, wenn sie sich nur nicht schneiden. 
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2. Nachirag: ibid. 18 (1873) p. 828. Werden alle mehr als dreiseitigexi Ecken 
eines Polyeders von (2n -f~ 1) Sachem Zusammenhang in Dreikonte zerlegt, bo ist 
die Anzahl aller dieser x = 2f -\- ^ (n — 1). Schld'm. 19 p. 469. Aufhebung der 
Beschr^inkiing) dafi der Umfang sich nicht schueidet, and Ausdehnung auf Stem- 
polyeder. 

a Seidelin, Bevis etc. Tychs. TidsBkr. (2) 6 (1870) p. 22 (erster L'HuilienclieT 
Beweis). 

J. P. Kirkman and /. Booth, Edncational times 20 (1874) p. 26. 

H. Schubert, Grun, 63 (1879) p. 97. Die Eonstantenzahl eines Polyeders und 
der j^uJersche Satz (abz&hlende Geometrie). 

B, Hoppe, ibid. p. 100. ErgUnzungen des J^uZerschen Satzes yon den Poly- 
edem, anschliefiend an L'HuiUer und aach in der Beweismethode. Sind h Durch- 
brechangen, c Darchl6cherangen und g leere Rfi.ume, so ist 

e + /• = A; + 2 + (7i + 2^ — 2c). 

W, Godt, Untersuchungen dber Folyeder von mebrfachem Zusammenhang, 
Programm Liibeck (1881): 

wo p der Grad des Zusammenhangs der Oberfl^he als solcher; also, wenn die 
begrenzten Polygene alle einfach zusammenh&ngend sind: 

Edm. Hefi, Einleitung in die Lehre von der Eugelteilung, Leipzig (1883), 
s. oben. 

a Crone, Zeuthen Tidsskr. (6) 8 (1886) p. 44. On Euler'a Satning on Polyed. 
Formel von Godt; idem: Nyt Tidsskr. 4 (1893); ibid, auch Ansted. 

C. Bernhardt, S&chsische Berichte (1886): Zur ilfo^tWschen Folyedertheorie 
(nicht elementar). 

0. Batisenberger, Die Elementargeometrie (1887), s. Methodik. 

1. BdUner, Zeitschrift fur das Realschulwesen (1890) p. 133: t^er einfach 
und mehrfach zusammenh^ngende Polyeder. 

C. Beinhardt, Einleitung in die Theorie der Polyeder. Programm Meifien 
(1890). 

M. Basehig, Zum j^ulerschen Satz der Polyedrom. (Festschrift des Gymna- 
siums Schneeberg (1891)); gute Arbeit, aber nicht elementar (einfaches Polyeder, 
mehrseitige Ecken etc.). 

E, de Jonqui^ea, Gomptes rendus 110 (1890) p. 169. N6te sui: le th^or^me 
di^Euiler dans la theorie des poly^dres; auch historische Notizen. ibid. p. 110: Note 
sur un point fondamental. .^Jerscher Beweis ohne E, zu kennen! 

J, Perrin^ ibid. p. 273: Sur une generalisation du th^or^me di'Etder etc.; 
vgl. CayUy (1868). 

E. Bortolotti, Bendiconti di Bologna (1890) p. 132: Alcune osservazioni 
Bulla definizione di connessione. Anschlufi an Jordan, nicht elementar. 

WeiU, Nouv. annal. (3) 17 (1898) p. 120 zeigt, dafi es auch nicht-JBufer- 
sche Polyeder gibt, fur welche durch Eombination von Singularit&ten der Satz 
gilt, was schon L'HuiUer mit diirren Worten ausgesprochen hat. Ibid, vorher 
(8) 8 BowrUt, elementar, aber nichts Neues. 
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Max Britckner, Vielecke und Vielflache (1900); dort auch 
der Satz mit seinen Erweiterungen und Nr. 56 § 57 Geschichte des 
EulerBchen Satzes. Das Werk Brilckners zeugt von ebensogroBem Fleifie 
wie Sachkunde tiber das ganze Gebiet der Polyeder. 

J. Trigonometrie. 

33. Ebene Trigonometrie (und Polygonometrie). 

a« iilgemelnes. 

Die ebene Trigonometrie, selbstandiger Zweig seit Nasir Eddin, den 
Karatheodory (1892) franzosisch iibersetzt hat, und die Polygonometrie 
sind, wenn man von der Yermehrung des Aufgabenmaterials, z. B. durch die 
Berecbnung der Entfernung der merkwiirdigen Punkte, durch die Ein- 
fiihrung der Winkelhalbierenden, Hohenabschnitte etc. und von ihrer 
Verwendung zur modemen Dreiecksgeometrie absieht, liber Euler, 
VHuilier, Legendre, Cagnoli nicht wesentlich hinausgekommen. 

E. HaerUzsckel (Programm Berlin, Ostern 1900) bestreitet zwar 
Rudio gegeniiber Euler das Yerdienst, die trigonometrischen Funktionen 
als Yerhaltnisse, d. h. Zahlen aufgefaBt zu haben, doch mit Unrecht. 
Er ist freilich langsam durchgedrungen; noch in der 7. Auflage des 
Lacroix findet sich der Radius, dagegen ist bei Terquem [Manuel de 
geometric, 2. Auti. (1838)] schon die reine Zahl klar und scharf, 
wahrend z. B. Natani noch 1867 im HoffmannQchen Worterbuch den 
Sinus als Eathete definiert, so dafi Refuschle in seiner ausgezeichneten 
Trigonometrie von 1873 es noch ftlr notig hielt, besonders zu betonen, 
dafi die trigonometrischen Funktionen nicht Linien sondern Zahlen 
sind. Ygl. dazu A, v. Braunmuhl, Biblioth. math. Enestrom (1901) p. 64: 
Die Entwicklung der Zeichen- und Formelsprache in der Trigonometrie, 
der Euler voile Gerechtigkeit widerfahren lafit. 

Neben goniometrischen Relationen, Reihenentwicklung und Be- 
handlung gewisser Probleme wie die iZans^nsche und die Potkenot^(AiQ 
Anfgabe, wie die Gleichung: 

a sin a; + & cos x = c etc., 

handelt es sich besonders um die Erweitenmg der Definitionen fiber 
das rechtwinklige Dreieck hinaus oder tiber den 2. Quadranten und 
um den allgemeinen Beweis des Additionstheorems. Die Erweiterung 
geschieht entweder durch das von Mohins besonders scharf betonte 
Prinzip der Zeichen (schon Cagnoli nach dem Yorgang der analytischen 
Geometric) oder durch das Additionstheorem mit der durch die 
preuBischen Lehrplane von 1892 geboteuen Vaiiante « == /3. Fiir 
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ersteren Modus lenke ich die Aufmerksamkeit auf das, wie es scheint, 
ganz unbeachtete Lehrbuch der Trigonometrie yon H. Grafimann (dem 
GroBen) (1865). Ftir Viereckstrigonometrie haben besondere Verdienste 
Bretschneider und G. Dostor, Fiir die Ausbildung des Aufgaben- 
materials nenne ich den bedeutenden in Heiligenstadt vergessenen 
Synthetiker Franz Seydewitz^ ferner John Casey, J, Neuberg, 0. Hermes, 
Lieher nnd v, Luhmann; groBes Material hat auch ScheUbadh seinen 
Schtilern fibermittelt. 

b. Geschichte. 

G. F. Pfleiderer, Geschichte der ersten Einfuhrung der trigonometrischen Linien, 
Tiibingen (1785 und 1790) und Trigonometrie (1802). 

F. WiWerg, Die Trigonometrie der Griechen (1838) (Benutzung von Ddambre). 
Einige Notizen auch im Klugel 5 (Grunert). 

B. Baltzer, Elemente der Geometrie Bd. 2 (1868). 

GoU. Wagener, Geschichte der geometrischen und trigonometrischen Ldsungen 
bis 1862. Progr. 

Aubry, Bourget (1896); Notes historiques p. 104 etc. 

A. V. Braunmiihl, Vorlesungen fiber die Geschichte der Trigonometrie Bd. 1 
(1900), Ygl. auch die Enestrdmsche Bibliotheca mathematica und A. v. Braun- 
miihTB Beitr'ciige zur Geschichte der Trigonometrie (1897) (Leopold. Carolin. Aka- 
demie). 

H. Zeuihen^ Biblioth. math. Enestrom (1901) p. 20: Note sur la trigonometrie 
de I'antiquit^; ibid. p. 321: M. Curtze, Urkunden zur Geschichte der Trigonometrie 
im christlichen Mittelalter. 

c! Additionstheorem: Einfachste Ableitung von sin (a + j8) ftir 
a + fi <,% durch Cauchy (als Schuler der ecole polytechnique) mit- 
geteilt von Terqtieni, Nouv. annal. 3 (184A) p. 376. Man fallt eine Hohe, 
dann ist das gaDze Dreieck gleich der Summe der beiden recht- 
winkligen Dreiecke, Die Losung ist oft reproduziert, z. B. : 

Crrunert, Grun. 21 (1863) p. 237, Rosters, Grun. 22 p. 232, sowie in Mathesis 
und Bourget; aber sie ist ihrer Art nach gut mittelalterlich und findet sich 
u. a. bei A. Cagnoli, 2. Aufl. (1804) Eap. 4 p. 18; sie steht auch in Hoffmann's 
WOrterbuch (Natani). Sin (a + §) durch Ptolemdos als LOsnng der ^cole polyt. 
mitgeteilt von M. E. Midy, Nouv. annal. 3 (1844); aber schon Camot hat (1801 
und 1803) darauf hingewiesen (s. auch Ptolemdos), 

P. F. SarruA, Gerg. 11 p. 30; cos (a; — y) aus Distanz der Sehne. 

ThibauU, Nouv. Annal. 2 (1843) p. 309, allgemeiner Beweis. 

F. Amdt, Grun. 6 p. 96; allgemeiner Beweis durch Erweiterung vom 

speziellen Fall « + j3 <[ -x^ • 

J. Astrand, GHrun. 18 p. 479; Hhnlich wie Cauchy. 

C. Spite, Grun. 32 (1869) p. 289, allgemeingiiltig; bemerkenswert durch Ein- 
fuhrung der Funktionen: 

a — 1 a 
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K. G, Grafimann, Lehrbuch der Trigonometrie, Berlin (1865), p. 26 co8(aj-f-y) 
durch Projektion and allgemeingultig. 

Ch. Brisse, Nouv. annal. (2) 16 (1877) p. 49; cob (a + ft durch Projektionseatz. 

H. Hart, Messenger 4 (1876) p. 97. Ptokmdos. 

Graf Pfeil, Grun. 68 (1876) p. 319 {Cauchy). 

H. Lemonnier, Nouv. annal. (2) 10 (1861) p, 26; cos (a ^ ^) durch geometrische 
S3,tze gefunden. 

A. Chravelaar, Nieuw Archief (5) 187 (1879); De Grondformulen etc. 
E. Brand, Bawrget (1896) p. 170. Geom. Ableitung. 

B. Niewenglowski, Bourget (1886) p. 8 cos (a; — y) mittels Projektionssatz ; 
weit besser als die Ableitung von Ft^on, Bourget (1878) p. 271. 

A. Thiry, Matheeis 10 (1890) p. 64; ibid. p. 112, B. J. Clasen. 

E. Haentzschel, Programm (58) Berlin (1901) wie Cauchy. 

A. Moroff, Unterrichtsbl&tter fiir Mathematik und NaturwisBenschafben (1900) 
No. 5. Allgemeingiiltigkeit. 

Multiplikatmi ohne Moivre, 

C. F. A. Jacohi in van Swinden^s Elem. der Gem. (1834) Anhang p. 831 u. 332. 

Alf, Di Legge, Battaglini 9 (1871) p. 377 ^^^ (A + B + C + D -{- . , .); vgl. 

cos 

Vadiette, Nouv. ann. 1 p. 346 oder /. Bernoulli 1701. 

ViUarceau, Comptes rendus t. 82 (1876); durch Differentiation der Rekursions- 
formel. 

F. Amdt, Gru/n. 4 p. 441 ; cos nx : cos **x und sin no; : sin "x, als Funktion von 
tg X. {MaclaurinBche Beihe.) 

D. Andre, Nouv. annal. 2, 10 p.369 ; sin {na-\- z\ cos {ncc-\- z). Catalan ibid. (3), 2, 
p. 629 COB mx und sin mx durch 2 sin x und 2 cos x. Mourgues (2) 12 p. 408. Le Besgue 
p. 425 (besser). A. Desboves (2) 14 p. 385; kurz und elementar; ders., Questions 
de trigonom^trie z. B. 27 sin (6 — c) cos (6 -(- c) = 0, sin 2& — sin 2 c etc. 

A. Can/ley Messenger, 5 (1876) p. 7 : On the expre«iion for 1 -^ sin (2|) + 1) ** 

in terms of sin u. 

It 
J. W. L. Glaisher, Messenger 4 (1874) p. 137. Kettenbruch f iir tg n -— , auch 

4 

tg h --^ , Vgl. S. 231. 

A. H, Anglin, Educ. times (1885), auch Grun. (2) 2 p. 407, vgl, S. 230. 

Humbert, Educ. times 60, (1860) p. 62 No. 11 726. 

Th. Cotterill, Quarterly journal 7 (1866) p. 259 ; wichtige Relationea zwischen 
Sinus und Kosinus von 9 Winkeln, von denen 4 oder 9 unabh&ngig; 

dazu A, Cayley (1878); Quart, joum. 15 p. 196, Note. 

/. W. L. Glaisher, Messenger 8 p. 46; trigonometrische Identitat. Mess. 10 (1881) 
p. 26, Relation zwischen 4 beliebigen Winkeln und ihren algebraischen Summen. 

Cayley, Messenger 6 (1876) p. 164. Wenn A-\- B^ G + F -\- G + H^ 0, so 
iat I sin (J. -f- F) %isi{B -\-F) sin {C -\- F) cos F sin F| = 0, dazu Erweiterung durch 
R. F. Scott, Messenger 10 (1881) p. 142, welche ibid. 8 p. 165 den Satz bewiesen hatte. 

Graphische Demonstration der bei weitem am haufigsten gebranchten 

Formal: sin 2 9? = 2 sin (p cos (p 

von E. Harrison y The mathem. monthly {Runcle, Cambridge America. (1860) 
p. 220. 

Simon, Elementargeometrie. 15 
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/. W. L, Glaisher, Proceed, of the philos. society, Cambridge 8, p. 819 n. 383. 
Formeln, durch Transformation der elliptischen Fnnktionen erhalten, werden ele- 
mentar abgeleitet von N. Goffart, Nouy. annal. (8) 8 p. 104. Formeln yon Glaisher, 
Congr^s de Tassooiation fran9ai8e zu Reims (1880) 17. Aug., yerall^meinert durch 
Hermite, Nouv. annal. (3) 4 p. 67. 

Elementare Berechnung des Sinus. 

Erklarung f&r ^^Sinns'^ aus dem arabischen Dscheib (Sectio). 

C%. L. Ideler, Zach's Monatliche Korrespond. (1812) Juli; tJber die Trigono- 
metrie der Alton. {Schubert, I^va acta Petropol. 12.) 

Das Wort Sinus richtig erklSirt durch den Orientalisten Munck^ Note von 
Terquem zu F. Woepke, Nouv. annal. 13 p. 886 und nicht erst durch M. Koppe, 
Frogramm des Andreas -Realgymnasiums, Berlin (1893). 

E, Lakenmacher, Grun. (2) 9 (1890 — 91) p. 216. Ann&hemde Sinuswerte (genan 
fur 7,6^ 12^ 16«; 18»; 22,6^ 30*, 36*, 46*0 mittels 3 Formebi von — 16, 16—30, 
30 — 46. — Ftlr die Beziehungen 

a — 8ina=d; d<ya»; C08a<l— y + — ; 

einfacher Beweis von H, Vincent, Nouv. annal. 1 (1842) p. 272, E. Lionnei, Nouv. 

a' a' 

annal. 2 p. 216, Festsetzung der Grenzen -^ und -— -• A. DekuUreere^ "p. ^9A; 

11 6 7 

d > — - a* und d <[ -.^ «*; J- Joffroy, Nouv. annal. (2) 14 (1874) p. 171 ; geometrischer 

Beweis, dafi d < — (Die kleine Liicke im Beweis, dafi das Segment •< als da« 

doppelte Dreieck, ist leicht auszufdllen.) d<C-- von Bem^^ Mathesis 10 p. 112; 

d < - . , einfach geometrisch von M. Fotuhe, Bourget (1896) p. 64; 
4 

-a* — sin -a* < tg -a- — ^, wenn ^ < -^ , 

bewiesen mit Hilfe des Satzes, dafi die Yerbindungslinie der Mitten zweier Tan- 
genten den Kreis nicht schneidet, von Genese, Educ. times 82 (1886) No. 7146. 

tTbrigens wufite schon Pappus, daB: 

2a 
a — Bin a < - Satz 16, Buch 6. 

DaB der Bogen ( < ^ j zwiscben sinus imd tangens^ beweist Lacroix 

ohne Archimed\^(^erL Gnmdsatz, i2. BaUeer, § 3, SchloB, ein&ch ans 

dem Umstand; daB der Sektor zwiscben Sinus- und Tangentendreieck liegi 

Die arabische Methode fur sin 1^: F. Woepke, LiauviUe 19, p. 163, 801. Die 
Formel von „Ozanam" benutzen P. Mansion und jS*. Brocard, Mathesis 9 p. 161, 
181, 266. Le Paige bemerkt ibid. 10 p. 84, dafi sie von SneU, und Moritt Cantor, 
dafi sie sich schon bei Nicolaus Cuaanus findet: 

Ssinx 

24-cosa: 
In Beihe entwickelt ist n&mlich 

3 sin a; 1 . 1 , 

^x af* X — ... 

2-fco8dr 180 1612 
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Die Gleichnng 3. Grades ffir sin -^ = a:; — sin <pc=.4a;* — 3a?, z. B. Dippe, 

a 

Grun. 7 (1846) p. 109; qp = 18 — 16 =- 8 (arabisch). 

In Heis' bekannter Aufgabensammlang (algebraisch) § 100^ No. 11 
findet sich eine Gleichung 5. Ghrades zur Bestimmung eines Zentesimal- 
grades, die auf sin 5a » 16 sin 5a etc. zurtickkommt, wenn ba » 4^5^ ist. 

Berechnung der Tafeln der Logarithmen der Funktionen; L. B, 
Francoeur's conrs complet de mathemat. pur. mitgeteilt im Quarterly 
joum (1868) p. 222. 

(StraBburg) Finck, Nouv. annal. 2 (1843) p. 329. Limite de Terreiir des 
sinus nat. 

W. Matzka, Grun. 12 ; Genauigkeit filr a == sin a »= tg a. 

F. Bumier^ Bulletin Soc. Yaudoise dos sciences naturelles. Note sux les loga- 
rithmes des sinus et tangentes de petits angles (Auszug im Grun. 43 (1866) p. 487). 

A, Morel, Bourget (1879) p. -36; Des erreurs en trigonometrie. 

D. Besso, Besso periodico 1, 122; Soil* errore nel calculo del seno d'un 
angolo con tavole. 

Ch, Hessel, Grun. 48 p. 81; cos — nur rational, wenn w<[4; cos 



n ^ ^ ' 2n+l' 

wenn «<[2. 

c. Lelirbliclier (nebst Aufgabensammlungen) nnd Monographien. 

L. N. Carnot, De la oorr^ation des figures en g^om^trie (1801), verdunkelt 
dnxch die g^om^trie de position, die ganze Goniometrie an einer einfachen 
Figur p. 84 ; Projektionssatz p. 139 ; desgl. im Baum p. 146 ; verallgemeinerter Kosinus- 
satz p. 162; Oamotscher erweiterter Menelaos p. 164; Polyederprojektionssatz p. 169; 
Eosinussatz p. 170 (27a' = 272 a & cos ad). Quadrat eines Polygons = der Summe 
der Quadrate seiner 3 Projektionen auf die 3 Achsen Ebenen. 

A. Cagnoli, 2. Aufl. Tr. piana e sferica notabilmente amplificata Bologna 
(1804), franz. (1808), sehr ausfilhrlich , darin die sogenannten Gaufischen^ oder 
DelambreBchen^ oder Mollweideschen Gleichungen implicite. 

K. B. V, Milnehow^ Die Grundlehren der Trigonometrie. Bonn (1816). Gut. 

S. F. Lacroix, (1822) 7. Aufl., W.v.Brtickenbrand, Lehrbuch der Geometrie etc. 
2. Aufl. (1824). 

J. A. Grunert, Elemente der ebenen sph&roidischen und sph&rischen Tri- 
gonometrie; Leipzig (1837) ygl. KlUgel 6. 

0. Terquem, Manuel de g^om^trie, 2. Aufl. (1838). 

J, A. Bind, Elements of plane and spherical trigonometry. 4. Aufl. 
(1841—1842). 

Dr. JPross, (1840) Stuttgart. 

A. de Morgan, (1841) London; Tr. and double Algebra (1864). 

JR. Lobatto, Leerboek der regtl. en spher. Driehoeksmeting (1843). 

A, Ddisle et GeronOj Elements de trigonom. rectiligne et sph^rique, 

Paris (1845). 

A. Wiegand, Lehrbuch, Halle (1851); viele Aufl. 

H. B. Liibsen, (1862); viele Aufl.; 17. Aufl. Leipzig (1900). 

15* 
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J. Dienger, Ebene und sphSrische Tiigonometrie ; sehr ausfalirlicli (1855). 
J, Serret, fil^m. de Trig. (1853), rasch verbreitet. Sehr g^t. 
J. Dienger, Die ebene Polygonometrie (1864). 

/. Petersen, Ebene Trigonometrie und sphSrische Grundformeln. Deutsch 
von Fischer -Benzon (1885). 

e7. Todhunter, Plane trigonom., London (1859). Viele Aufl., eine 
dentsche tl^bersetzung habe ich leider nicht konstatieren konnen. 

Th. Wittstein (1859). 

(C. A, A.) Briot et (J. C.) Bouquet, Le9onB de trigonom., 3. Anfl., Paris (1858) 
13 (1897), reichhaltig. 

G. B. Bellavitis, EL di geometria, trigon. etc. Padova 1862. 

J. HelmeSy (1864) auch viele Aufgaben and eine Anzahl hisioriscJier 
Notizen. 

H. G. Qrafimann, Lehrbuch der Trigonometrie (1865). 
€• G* Beuschle, Elemente der Trigonometrie mit ihrer Anwendung 
in der mathematischen Geographie (1873), sehr reichhaltig. 

A. Simon, Die Elemente der ebenen Trigonometrie, Programm, Spiottan 
(1875) (von Hoppe gelobt). 

B. Lammermayer, Programm Linz (1872). 

/. Diekmann, Programm Essen (1877). Znruckfiihrung auf die 3 Grnnd- 
gleicbongen, a = & cos C-{-c cos B; Grun. 63 p. 267, aber schon viel friiher Gerono, 
Nouv. ann. 16 (1857) p. 76. 

E, Heis (und Esckweiler) 8. Aufl. (1888). 

F, J, Brockmann, Die goniometrischen Funktionen in ihrer allgemeinen ana- 
lytischen Bedeutung (1870—71); ders., Lehrbuch 2. Aufl. (1880), 1. Aufl. (1869). 
Leipzig. 

E. Catalan, Manuel de trigonom., viele Aufl. 10. Aufl. Paris (1888). 
M. Focke und M, Krafi, Lehrbuch der Trigonometrie, Mfinster (1873), viele 
Auflagen. 

E, Glimer, (1888) Hamburg. 

E, Hammer, Lehrbuch der Trigonometrie, Stuttgart (1885), gut. 

Hub. MiUler, (1886) Metz (mit Aufgabensammlung; Prinzip der Ausnahms- 
losigkeit). 

A. Wernicke, Goniometrie etc., Braunschvreig (1888), sehr breit. 

W. Mantel^ Traits de trigon. analytique. (Amheim) (1877). 

K. Schwering, Freiburg (1898). 

A, de Morgan, Trigonometry (1849), London, neue Bearbeitung (1899). 

F. F. Bohnert, Ebene und 8ph3,ri8che Trigonometrie, Leipzig (1900). 
A, Faifofer (italienisch) 12. Aufl. Venedig (1900). 

Fflr Fortbildungsschulen etc.: 8. Pineherle, Geometria metrica e trigono- 
metria, Milano, 5. ed. (1900). H. Diesener, Halle, 2. Aufl. (1895). Carl Gusserow 
und L. Levy, Berlin (1891). 

Jentzen, Elemente der Trigonometrie zum praktischen Gebrauch an mitt- 
leren technischen Lehranstalten. Dresden (1897). 

Im tibrigen vergleiche auch die aUgemeinen LehrbUcher der 
Elementarmathematik und das Lampe^sche Jahrbuch. 
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d. Trigonometrisctae Beihen nnd Terwandtes. 

Sinus und Eosinus x nach Potenzen von x, Gergonne, Anm. 3 
(1813) p. 344 (sehr elementar bis auf Eonstantenbestimmung und Eon- 
vergenz), desgl. x nach tg x (Leibnie-Gregorysche Reihe). id. Ann. 1 
p. 16. Die unendlichen Produkte (EuIsTj Introductio in anal.). 

0. SchWrntlch, Orun. 6 p. 826 ; sinus und eosinus von x nach x. Cauchy, Gours 
d'analyse, durch f(x-\-y). Grafimann (1866), Lehrbuch desgl. (elementar nnd 
streng). 0. Biermann, desgl. Elemente der h5heren Mathematik (1895). K. Meua- 
burger, Wiener Monatshefte 6 (1895) p. 256 (wie Biermann) und andere, z. B. 
MMer (ScheUbcuh), van Swinden-Jacohy, Elnm. der Qeom. p. 583 ff. 

V. Jamet, Mathesis 2 p. 52, arctg a; (elementar , aber das Kommutations- 
gesetz vorausgesetzt). 

E, Haentzschel, Programm 58, Berlin (1901) (elementar, aber nicht streng), 
sin^, cos a; nach x. 

L. Olivier, CreUe 1 (1826) p. 16; cos*»a5 durch cos kx (nicht elementar). 

E. J. SchoUe, CreUe 3 (1828) p. 70; die Reihe von StainviUe, fOr (area;)* 
(nicht elementar). 

H. F. Scherk (Halle), CreUe 11; arc "a: nach steigenden Potenzen von sin x 
(nicht elementar, ebenso die Dissertation von E. E. Kummer). 

A. Bod/rigues^ Liouville (1843) p. 217, Entwickelung der trigonometrischen 
Funktionen in Produkte von linearen Faktoren z. B.: 

Eine elementare Ableitung der J^i^^erschen unendlichen Produkte deutet 
Fz. Meyer, Sammlung Schuhert 10, § 24 p. 393 an (aus der Periodizit&t). 

J. L. A. Lecointe (in den Annalen steht L. A. Le Cointe), Nouv. annal. 1 
(1842) p. 508, rein elementargeometrisch : 

Die Euieische Reihe: 

Ln-+-i = ") "° « + "« 2a + . . . + sin »« = J cotg -^-^^-^^- ; 

ders. auch: Nouv. annal. 3 (1844) p. 518 2J sin ka. 

E. Catalan weist p. 570 auf die Unbestimmtheit der unendlichen trigono- 
metrischen Reihen f'iir ZBinka hin (Note von Terquem). 0. Schldmilch, Grun 
\i (1847) p. 1; Reihen von der Form 

A^ cos "a;- cos naj + • — |- A„^^ cos x cos x und ebenso fiir sin x 
statt cos nx durch einfache Potenzen des Eosinus oder Sinus. 

H. Bumpen, Ch. Laisant, Nouv. annal. (2) 11 p. 232; Summe von 

(-l)*^cos«3S, 



aber E. A. Catalan, ibid. (2) 9 p. 199 allgemeinere Reihe. 
0. Schlomilch, Elegante Summation von; 

n 

nnkx und cosA;x (Lecointe). 

1 
ders., SchlChn. 82 p. 68, arcsin x; Eonvergenz des Restes vgl. id. ibid. 1 p. 48 

und 1 p. 181. E. Beltrami, 

2 3 



n 

2 



2' 
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elementar bewiesen von Ajit. Roiii^ Giom. di matem. (1867) p. 189, 264. Escher, 

(?rw». 44 (1866) p. 874. > — *-- . 

J, W. L. Glaisher^ Quarterly joum. 16 p. 161 : Es sei 

9(.«)=(l + ^) (l + y) {l + *^)-=A + iB, «, irt: 

tg-'|+tg-|- + .... = tg-'|. 

(tg~' ist die englische Bezeichnang fOr arc tgx.) 

Verdon, Messenger 7 p. 122 (1878); Expansion of products of coBines and sines; 
Cayley, p. 124; Trigonometrische Identitat (Glaisiher,]^. 191, Fieto-J^MferBche Pormel). 
Glai^ier, Cambridge Philoe. society proceed. (1889) vol. 3 p. 819, vgl. S. 226; tri- 
gonometrisches System, urspriinglich aus elliptischen Funktionen, Ausfilhrung im 
Messenger 10 (1881) p. 78, 92. A system of trigonom. form. (L'HuUierache 
Formel far den Eckensinus etc.) — A. H. Anglin, Grun. (2) 2 (1886) p. 407. 

2j "*' *» «* = arc tg -i_J^-l_-_, 

WO die a die Wurzel der Gleichung 

a3" — Ci x"^^ -| :^ 

(elementar ohne Moivre), vgl. aber van Stoinden-Jacobi p. 331. 

Me^lriee, Mathesis 13 (1893) p. 19 ^ sin (a -f- ifeA), ebenso 27 cos durch poly- 



gonalen Streckenzug im Ereis. 

De Presle, Bull. Soc. math. Fr. 16, p. 143 (1888). 

C0t£fs= U ^ _ ^^- 

z ^^ n7i{z — n«) 
mittels des Mittctg-Lefflerschen funktionentheoretischen Satzes. 

i. Seidel, Crelk 73 p. 273; Vieta-EulerBche Formel, neu nur die voile Viel- 
deutigkeit desBogens. S. Bealis, Nouv. annal. (2) 9 p. 12; obne Konvergenzbeweis. 
{Rudio, Lerch.) Siehe auch Franz Meyer, Sammlung S<^ubert 10 p. 6. 

Hierhin gehSrt auch Boutin, Baurget (1886) p. 227, AuflGsung von: 

= COS a? + cos 3 aj + • • • cos (2'* — 1) £c= etc., 

sowie auch viele von den zahlreichen Aufgaben Neuberg'n iiber Systeme trigonom. 
Gleichungen in den Educat. times von 1866 — 71 und Joachimsihal, Nouv. annal. 12 
p. 323. Formel betreffend die Funktion tang. 

tgi»a; , tgwajtg(m — l)x tg — Otg — Itg — 2 

tgx tga;tg2a; tgltg2tg3 ' 

(~ 1) -—tgmx tg (w — 1) X tg {m — 2)x- "tgx, wenn 

m «= 2n, aber = 0, wenn m = 2» + 1- 
J. Wolstenholme, Quarterly joum. 10 (1869) p. 366; 

a cos § cos 7 + 6 sin ^ sin y =s€\ a cos y cos a -|- • • • = c etc., 
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nar mGglich, wenn he-\-ca-\' ab = 0, dann ziehen zwei die dritte nach sich. 
Das System ist { mit 

sin a -|- sin ^ -|- sin y ss — , , sin (a -f- ^ -j- y). 

H. DeUae, Baurget 1 (1877) p. 40. Probl^me de MyaaoHs, dabei geometrische 
Summation von 

1 + 1» COB a + !»• cos 2a H =» -— ; — = — r nnd 

' ' ' 1 + w* — 2i»C08a 

I t • o I main a 



1+m* — 2m cos a 
Ibid. Catalan: 

/«f» . 3r . 2« 8in(w — 1)«\' 
\ 2m 2m 2m / « 

T. R. Terry, Edncat. tim. 60 (1894), 11879; elementarer Beweis, dafi: 

"a *fi» ^~' (^^'^ a;) = sin « —vrnZx-^- —-Biabx — • • • 

2 8 5 

anch No. 11 726 gehGrt hierher {Humbert). Yieles, was in den Jonmalen als neu 
anftritt, findet sich schon in dem sehx reichhaltigen Anhang Jacobs 8 zu van 
Swinden's 8. n. 9. Buche p. 823-— 346. 

Kettenbrtu^ fur tg -— : 

4 
Glaisher, Messenger (1874) p. 137; A continued fraction for fiir tg nx^ aber 
schon 1833 Varsaelman de Heer, Specimen inaugurale de fractionibus continuis. 
Utrecht; auch EuJer M^m. de TAcad de P^tersb. t. 6 (1813) p. 8 und Gaufi, Quotient 
zweier hypergeometrischer Reihen ; sehr einfach abgeleitet (elemtntar bis auf den 
Begriff der Ableitung) von Sehmniilch, Sdilom. 16 (1871) p. 259. 

Die Berechnnng des areas ans den trigonometrischen Funktionen 
suche bei 7t (No. 3); doch sei erwahnt: 

Die Maskelyne^che Kegel elementar abgeleitet von Hammer (I.e.) fOr kleinerc: 

sin a? = a; y cos «, also log x = log sin x log cos x. 

K. Cwqjdzinski, Grun. (2) 17 p. 1 — 28; trigonometrische Studien. 

e. SinuB- and KosinuBBatz. (Tangentensatz.) 

Hdbsche Ableitung des Sinussatzes aus dem Kosinussatz: Gergonne, 
Gerg, 3 p. 348, auch flir das spharische Dreieck. Auf die alte Methode^ 
die gegebenen Stiicke durch R und die Winkel mittels Sinussatzes aus- 
zudrtLcken, macht Beidt in Hoffmann 7 aufmerksam Der nattirlichste 
Beweis vom Sinus- und Kosinussatz (planimetrisch und spharisch zu- 
gleich) scblieBt sich wohl an den ersten Kongruenzfall an, ygl. Max 
Simon in Baumeister^n Handbuch der Erziehung etc. (es scheint, daB 
Grafimann, vgl. Lehrbuch p. 35, im Unterricht ebenfalls vom 1. Kon- 
gruenzsatz ausging). 
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Vom Radius des Umkreises (wie Ptolemdos) geht Baltzer aus, 
oder Yon dem Yerhaltnis abc:2A. Der Eosinussatz ist keineswegs 
zuerst von Camot (Correlation und Geometrie de position) formuliert, 
sondem findet sich^ wie Enestrom herYorgehoben hat; schon bei Nasr 
Eddin (Thusi) in dem ersten Werk, das die Trigonometrie selbstandig 
behandelt, der Sinussatz dagegen wohl zuerst bei Begiomontan 
(Geber?) 

Der allgemeine Projektionssatz zuerst handschriffclich bei UHuilier 
in der Fortsetzung seiner Polygonometrie noch vor Camot fl801). 

Vom Kosinus als Grundfiinktion geht Grafimann aus, und dies 

ist, wenn man nicht die Trigonometrie an die Ahnlichkeit ankntipft, 

Yon rein geometrischem Standpunkt aus das Natiirlichste. 

C. A, Laisant, Soci^t^ de France Bulletin 15 (1887) p. 198; Projektionssatz: 

wenn: 

Ai cos X'\ f- A^ cos na; = = ^, cos (a; + a) -| \' A„ cos {nx + «)i 

BO ist fdr beliebiges ^: 

Aj^ COS (a; + ^) + • — h -^n ^^s {nx -f- ^) = 0, falls a 4= kn. 

Cayley, Johns Hopkins university circular No. 17 (1882) p. 241; Note on the 
formulae of trigonometry; fuhrt man in a = c cos B -{-b cos C etc. ein: 

cos A-\- isiiiA='X:w etc., 

so erh&lt man ein symmetrisches algebraisches System. 

TangerUensats, 

Nirgends findet sich ausgesprochen, daS der Tangentensatz eine 
rein goniometrische Formel ist; als Dreieckssatz will ihn BroaJcmann^ die 

fy Bin if 

separierte Tangentenformel, Hoffmann 2 p. 421 durch tg /J = - , — ^- 

C — cos A. 

ersetzen (besser cot/3!) der KontroUe wegen; Beidt ist dagegen: 
Hoffm, 3; Hoiid, Bourget (1878), der sich gegen Einfuhrung von Hilfs- 
winkeln und gegen die ausschlieSliche Benutzung der Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen ausspricht, dafQr. Wie Fink und Begio- 
monian beweisen ihn Bud. Wolf, Grun, 13 (1850) p. 440; Vignal, 
NouY. annal. 3 (1844) p. 456. Wie Ozanam (table des sinus etc. 
p. 53) E. GdiUy Bourget (1896). Eigenartig geometrisch: E. M. Langley, 
Bourget (1896) p. 3 {Simsonsche Gerade), E. Brand, Bourget (1895) 
p. 153, ohne Sinussatz. 

f. Anwendnngen auf besondere Aufgaben. 

Die Aufgabe asinx-^-b cos x^c; Servois, Gerg. 2 p. 84 {Goudin, Paris 1808); 
Terquem, Nouv. annal. 6 p. 205; Friedrich Meyer, Hoffm. 18, F. J, Vaes, Bourg. 
(1877) p. 109; Droz-Famy, Bowrg. (1895) p. 207. 
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Lauvemay, Bowrg, (1896) p. 5; Zueatz mit Konstruktion aus der analytischen 
Geometrie von de Longchamps, p. 59; Eonstraktion von E. Lemoine nnd geometro- 
graphieche Untersnchung, die von Droe einfachste p. 84; desgl. von Bemks. — 
F. J. Vaes, Goniometarische Stndien (Gorinchen) (1896) behandelt: 

atgx-^-h cot X'=c. 

PothenoUche Anfgabe: Willebrod Snellius in Eratosthenes Batatms Lugdun. 
(1617); Monographie: Die PothenotBche Aufgabe in praktischer Beziehnng dar- 
gestellt Ton Chr, L. Gerling, Marburg (1840) a. u.; Gottfr. Wagener, Cber das 
Pothenotache Problem, Dissertation, G(yttingen (1852). LSsangen: van Smnden, 
Elemente der Geometrie, ilbersetzt von Jaccihi (1884) p. 816. 

Gau^ {Lambert, Delambre)^ Schumacher^ Astronom. Nachrichten 1, No. 6. 

Bretschnetder, Chun. 2 p. 482; LOsung mittels der Formel Gnin. 2 p. 225. 

Scfildmilch, Schldm. 1 p. 121 (reine quadratische Gleichang); idem 9 (1864) 
p. 488; Pothenot als algebraisches Problem. 

Bauemfetnd, Ein Apparat zu mecbanischer LGsnng der Pot^eno/scben, Hansen- 
scben und anderer bemerkenswerter geod&tischer Aufgaben (Einschneidezirkel), 
Grun. 64 (1872) p. 81. — D. FeUini, Torino atti 82 (1897) p. 320. V.Ldska Prager 
Ber. 1895. 

Die Hans^nsche Aufgabe ist von Hansen^ Astronomiscbe Nachrichten 
No. 419 p. Ifi8, Gerling, ibid. No. 62 p. 283, Th, Clausen, ibid. 18 (1841); aber 
praktiscb geometriscb schon 1838, Profi, Lebrbucb der praktischen Geometrie 
p. 198 und weit friiher schon von van Swinden (p. 321, ilbersetzt von C. F.A.Jacobi), 
aucb Beusehle (1873). AJhazen^a Problem, Literatur bei Baker, American joum. 4 
p. 327 (verallgemeinert auf die Eugel). 

Yom Stande der Feldmessung aus: 

Winkler v. Bruckenbrand, systematische Abhandlung uber die Pothenotsche 
Aufgabe, Wien (1848). 

Gaufi, Gesammelte Werke, Band 8 (1900); p. 307—334 beweisen, 

wie sehr diese Aufgabe ihn beschaftigt hat. Ihn interessierte die Unter- 

suchung liber die Bedingungen der pbysischen Moglicbkeit; und dann 

die Anwendung der komjpiexen ZaMen, Auf die Schrift Gerling^a 

bezie^t sich der Brief vom 24. Oktober 1840 und der vom 14. Januar 

1842. 

g. Dreiecksbereebnung (aach Yierecke etc.). 

R =« Radius des TJmkreises, r « Inkreis, r^ = Ankreis, h^ = Hohe, 
m;^ =» Winkelhalbierende, 2jp = Umfang, fl^ = H6hen(sclmitt)punkt etc. 

Mathieu (1807) A'^rr^r^r^; rHuiUer (1809) dito und r = 4i2sin- ••. 

P. lidenat, Gergonne 6 p. 129. Du/rrande p. 178. Die beiden bekannten 
Gleichungen 8. Grades: B durcb die 8 AbstS-nde von den Seiten, r durch die von 
den Ecken (vgl. E, Lampe, Geometrischc Aufgaben zu den kubischen Gleichungen 

(1877)]. GuSnau d^Aumont, Gerg.l2 p.269, Gerg.lZ p. 314 ; A , tg -^ ^^I/t^^: ^glr^ir^ 

fOrs EreisYiereck (LexeU). Auch sph&risch (x und y sind die Diagonalen). 

J. Steiner, Grtrg. 12 p. 85; Belationen zwischen den Beruhrungsradien fiir 
Dreiecke und Tetraeder. 

Zusatz durch Anonymus p. 211. 
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A. M6biu8, OreUe (3) 5 ; Vielecke im Kreise (Radius and Fl&che als Funktionen 
der Seiten, BeBtiinmuDg des Grades der bestimmendcn Gleiohung). 
Steiner, OreUe 3 p. 209; im rechtwinkligen Dreieck ist: 

^c = r„ + r^ + r und umgekehrt (Pythagomu 1, 2, 3) [rr^ = fj r,]. 

A. A S C * 

Die Foimel cot — H = cot — cot — cot — bei JFV. Pro§, a. Lehrbticher der 

i9 A 2 9 

Trigonometrie, auch bei Jtxcobi-van Swinden p. 881. 

L. A. Le CoinU, Nout. annaL^l p. 608; Polygone Trigonometrie. 
Fr. StreMke, Grun. 2 (1842) p. 324; Viereckflftche JP; 

^« = (p — a) ... (p — d) —a6ci coB» (-*^i^) , 
und sphSrisch. 

C. A. Bretschneider, Grun. 2 (1842) p. 226 ; Untersuchungen der trigonometrischen 
Relationen des geradlinigen Yierecks; darin allgemeiner FtoUmdos. Idem: tri- 
gonometrische Relationen zwischen den Seiten nnd Winkeln beliebiger ebener 
und sphftrischer Dreiecke: 

«'<Ji' + «i*c' — ^affjCCi cos(B±Bi) = a'6i' + ai"6* — 2aai66i co8(C±Ci); 

analog sph&risch. 

0. Terquem^ Nouv. annal. 2 (1843) p. 644 nach jB^tiler, aber auchNeueres; z. B. 

— = — — [-.•■= — — I ; Schwerpunkt. 

W. Wallace, Cambridge 2 (1841) p. 36: Expressions of the area. 

0. Terquem^ Inhalt des Dreiecks und Ereisvierecks unmittelbar aus den 
Nullwerten, Nouv. annal. 4 p. 219. 

Th. Anger, Schumacher^ s Astronomische Nachrichten und Grun. 6 (1844) 
p. 78. 

cos»«-(l + 5-jco8«a+r»— 2^i cosa^^, 

wo Q Radius des in das JT-Dreieck (H5henfufipunkt-) eingeschriebenen Erebes. 

F, VaJUSy Gerg. 21 p. 72; Gleichung 8. Grades, eben und sph&risch* filr r 
und B durch die 3 Seiten. 

/. Mention, Nouv. annal. 9, sehr einfacher geometrischer Beweis, dafi 

ebenso r -\- B^^ algebraische Summe der Ab8t3.nde des Umkreiszentrums von den 
Seiten, vgl. M6Umawn, Grun. 17 (1862) p. 373 und Jacobi 1. c. 

Frz, Umferdinger, Grun. 27 (1866): Zur Lehre vom Dreieck, Grun. 29 

(1867): ^ ^ 

— = -— + • • • etc., A = l/~ etc. 
r h^ ' 

D. C. L. Lehmus, Orelle 40 p. 183: 

B = nZr^^ wo n =» 8 (1 — cos a cos § cos y) etc. 

BauT, Sdildm, 6 (1861) p. 221: Sehnenviereck in der Ebene und auf der 
Kugel; Inhalt des sph&rischen Yierecks (aber nicht sehr elegant). 

Steiner, c* + ^^* = 4 JR* (Dreispitzige Hypozykloide). 
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/. Bond, Quarterly journ. 5 p. 166; geometrische Ableitung von 

tga + *^ + «y«*ae|?*7, 0B+ OE -{- 0F=^ R + rr, 

erweitert auf tg KA -(-•.• von 

E. Gelin, Nouv. conesp. 3 (1876), dort 

Bm2kA-{- • • • s« ^sinkAiiukBfankC. 

L. Geoffroy, 1, 2, 3, einzige LGsungen von x-^-y '{-z='Xyz in ganzen 
Zahlen. 

E. Lemoine, Nouv. annal. (2) 9 (1870) p. 311: 

J-ff« = 4B» + 2r»-(— +^i^), ^0« = 9i2« — (a« + 6« + c»); 






wo / Winkelhalbierende, m zngehOrige Mediane, h H5he. 

F, Reidt, Aufgaben (1872). MaximnmBanfgaben ; Bedingungen, welcheKecbt- 
winkligkeit nacb sich ziehen, z. B. p zu r^, r^, r^ ganze Zablen; wenn 

• . _ sin ^ + ein JB . . ^ . _ 

sm C =» :-T :ii , 80 iflt C— 90; 

cos ^ -f- COB jB 

dito, wenn cos C == sin ^ ^ cos B. Dort aucb Winkelhalbierende bis zum Um- 
kreis als Bestinmrnngsstficke, dito H5hen; 

A. DeshoveSy Nonv. annal. (2) 14 p. 608; Formeln (Iber die Badien der 

Kreise, welche den Umkreis von innen und 2 Schenkel berCihren: x = ; . 

Nouv. corresp. 1 (1874) p. 183 

cot ^D C + cot BEF + cot GEF = 0, 

wenn ein beliebiger Punkt, OD Lot auf a etc, 

P. J. Vervaety Casopis 5 (1876); eine ganze Reihe eleganter Belationen 
zwischen Seiten, Winkeln, HOhen etc. 

Nwh. V, Larene, Grun. 63 (1879) p. 378; Summe der Mittelsenkrechten 
Zp.= R -\-r (TedencU); Winkelhalbierende bis zum Schnitt q''qi^fqz^=^^Rr*', 

r '^^^ f{q^q^q^\{^T — als Funktion von — dieselbe Gleichung 3. Grades, welche 

B durch die p gibt. Produkte von HGhenabschnitten als Bestininiungsstilcke, 
Fortsetzung: Gnm. 64 p. 253. 

James Booth, (1877) 1. Jan. Orthocentre fiir Hy vgl. BoiMrget (1879): 

2Jq ''B R-j-r, wo q die AbstSude des Zentrums des Umkreises von den Seiten 
(Ted^af). Die Summe der Inversen der 6 eingeschiiebenen Quadratseiten (inner- 

2 

halb und aufierhalb) »» — ; sehr h^bsche Ableitung der J^ulerschen Relationen fur 

die Zentrale; HOhenfufipunkt Dreieck E^ so ist ^: A =»p: 1?, wo ^ die alte Be- 
deutung; 2:a» = 12 12» — 4 Zg". 

C. G. ReuacMe, Schldm. 11 (1866) p. 490; Dreiecke, deren J^uZ^rsche Gerade 
parallel einer Seite; zu ihnen gehOrt das Dreieck tg ^ ^» 1, tg y =» 2, tg a = 3. 

G. liOfia, Bourget 6 (1881) p. 104: Dreieck der Winkelhalbierenden auf dem 
Umkreise, Kontaktdreiecke, Fufipunktendreiecke etc. 
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/. Main, Mathemat. Magazine (Erie) (1888); 46 Ausdracke fur den Inhalt A, 
welche 

Ed. LucaSy Mathesis S p. 167, auf Gruppen mit Hilfe seines Prinzips der 
Zeichen verteilt zu 1, 2, 3, 4, 6 und 12 Formeln. 

Marcus Baker ^ Annals of mathem. 1 (1884 — 85) p. 184, 2 p. 12, ohne Per- 
mutation 110, mit Perm. 288 (Mediane und Winkelhalbierende), Formeln fOr A. 

Moret-Blanc, Nouv. annal. (1884) p. 494. Die Lote von A auf AB und AC 
treffen Umkreis in D und E^ so ist ^DjB^ oder ADCE fl&chengleich dem 
Dreieck. 

E. Candida, Nouv. annal. (1899) p. 170; Yerallgemeinerung des Satzes (Iso- 
gonalit&t) und Beweis des Satzes tiber die iStWonsche Gerade (s d.) von Goffart, 
Nouv. annal. (1884) p. 397. 

E. Gelin, Bowrget (1888) p. 92, 104, Relations trigonom. entre les trois 
angles du triangle, 106 Formeln. 

WeiU^ Das Dreieck 6, 5, 4, in dem ^ = 2 J?, ist das einzige, in dem 2 Winkel 
in ganzzahligem Yerha^ltnis und die Seiten 3 aufeinander folgende Zahlen. 
L58ung von Cesaro, Mathesis (1889) p. 142; das Dreieck, dessen Seiten arithme- 
tische Reihe: A. Libicky^ Casopis 27 (1898) p. 141. 

F. Ferrari, Periodico- di matemat. 8 (1898) p. 67 bestimmt, Satze von Thiry 
verallgemeinemd, Distanzen der Punkte der Ebene von- den Ecken einea Dreiecks 
und unter sich, wenn die Verhaitnisse der durch die Ecktransversalen be- 
stimmten Abschnitte gegeben sind. 

E. Candida, Nouv. annal. (3) 18 (1899) p. 31, die Satze von Ferrari. 

Zu •erwahnen sind die zahlreichen Distanzbestinimungen merk- 
wiirdiger Punkte und die Berechnung von Dreiecken im Dreieck, wie 
z. B. das der Beriihrungspunkte des Inkreises J:A==r:2R etc. (siehe 
auch Dreieck, Viereck, Feuerbach etc.). 

Die Bedeutung der Verbindung y (^* + ^* ± ^0 ist von Ju<in 

J, Dtiran Loriga hervorgehoben als totale und partiale Dreieckspotenz; 
vgl. aber v. Lorenz, Grun. 63 p. 294, und Grun. 61 p. 447. 

h. Trlgonometrische Ubertragungsprinzipien nnd YerscMedeiies. 

Trigonometrisclie tjbertragungsprinzipien etc. 

G. Dostor, Nouv. annal. (2) 19 p. 362, verallgemeinerte trigonometrische 

Formeln, in denen die Dreiecks winkel a, §^ y ersetzt werden durcb — ~ und 

dito durch « — 2 a etc. 

E. Lemoine, Transformation continue in C: 

A'^--A, B'^ — B, C'^n^ G 

Bull. Soc. math. Fr. 19, p. 136, u. Assoc. Franc. Marseille p. 118. (1891) 16. Nov. 
Bourget (1892) p. 62. Jede Relation F{ABC)=^0 bleibt richtig, falls A^ + B^ 
-f 0* = jr(?): Mathesis (2) 2 p. 68 etc,; aber schon friiher Ed. Lucas, Nouv. corresp. 
(1876) p. 884, (1877) p. 1: Sur Temploi dans la gdom^trie d'un nouvean principe 
des signes. Lemoine, Edinb. proceed. 13 (1896) p. 112, 129. Vgl. aber auch Vieta^ 
Opera p. 421, dessen sph&risches Nebendreieck hierher geh6rt. 
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R. Beez, SchUHn. 7 (1862) p. 129. Daalismus in den metriBchen Relationen 
eines vol]8t9,ndigen Yierecks und Vierseits auf der Kngel und in der Ebene. 

G. de Longchamps, Bourget (1891): Triangles caract^ristiqnes , wenn 
zwischen den Seiten die Gleichnng besteht: 

aa* -j- §b* -{- yc* '^ 0, wo a, (3, y Konstanten. 

J. Wasteels: Mathesis (2) 8 (1898) p. 89. Dreieck a, 6, c, Dreieck a» = 6 + c etc. ; 



z. B. 



ig^(A + B) Bin~{A'+B*) 



tgi.(^-B) 8ini-(B'-^») 

Verschiedenes. 

P. Lenth^riCf Gerg. 18 p. 83; Quadrant geom. in 3 Bogen, deren Eosinns wie 

a: b:c BO ist fj^f. 

C08 a; = ^ etc., 

wo B Umkreis zn ahc {Boche, St Laurent). 

Moutier {G. Bitt), Nouv. annal. 6 (1846) p. 366. Wenn tgaa»», bo ist 
tg {a + b) = i (auBer wenn tg 6 = — «). Die Frage auf p. 271. 

J. Houbigant, Nouv. annal. 4 (1846) p. 1 ; hflbscher Satz ilber Sekanten. 

A, Mobitu, Crelle 24 (1842); Entwicklung trigonometrincber Formeln durch 
DoppeUchnitt verh&ltnisBe . 

H. Hart, Messenger 4 (1876) 
p. 97; Notes on trigonooL formulae 
{Ptolemdos). FoQon, Bourget (1878) 
p. 271. B. Tucker, Messenger 14 (1884) 
p. 114; Konstruktion eines Eubus n'. 
Wennjff Mitte vonEG{EG±.I)F), 
dann ist tg (72>-ff= tg"a== n^ vgl. 
auch die analytiache Geometrie der 
Ebene von Niewenglawski, (Fig. 27.) 

Ch. A. Laisant, Nouv. annal. (8) 
11 p. 209. ConstructionB et formules 
relatifs au triangle. (Aquipollenzen.) 

Auric, Nouv. annal. (8) 13(1894) 
p. 216; BiUard circulaire ; vgl. ibid. 1 (1842) p. 36 L, Anne. 

E. Prauhet, Liouville (2) 1 (1866) p. 216; Jeder Bogen, dessen Tangente 

kommensurabel mit dem Radius, ist abgesehen von ~- inkommensurabel mit dem 

Umfang; cf. Weierstrafi, zu Ldndemann^B Beweis der Transzendenz von «. 
A. Cayley, Messenger 7 (1874) p. 124; trigonometriscbe Identit&t 

cos (6 — a) cos (6 + c + d) -| 

2 ^ 
Ch, Hessel, Crrun. 48 (1868) p. 81 (s. auch regul9j:e Polygene), Beweis, dafi cos — 

n 

nur filx »«= 1, 2, 3, 4, 6 rational, vereinfacbter Beweis von A. Winkler, Wiener 
Berichte 69 (1869); elementar. — G. Marqfroy, Nouv. ann. 10 (1861) p. 142: Wenn 

sin' O =: sin (a — 6) sin (/5 — B) sin (y —- &) und a + P + y •=» «i 
so ist 

cot B = cot a 4" cot (9 + cot y. 

fiechnung ist umst&ndlich, aber diese Eigenschaft des Brocar(2schen Wiukels ist 

bier vor Bracard^ jedoch nacb H. Hoffmann (1847) abgeleitet. 




Fig. 27. 
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(JaeciUe Wendt, Wiener Monatshefte (1899) p. 97, Vereinf. der Beweise von 
Hessel nnd Winkler, 

Eine elementare AbleituDg der Dreiecksformeln (6<]a) 

tff c = a cos y — 5 cos 2 y — = cos 8 y — • • 

bei J". G. Mehler, Haupts&tze der Elementarmathematik (1894) § 192. 

i. Erweiternni^eii der Trigonometrie. 

Grunert, SphSjroidale Trigonometrie (Lehrbucher and Klugel 6) und Puissant, 
Paris (1880), aber schon fraher Euler (1763). 

A. M, Legendre, M^moiie de Tinstikit (1806); analyse des triangles sur la 
surface d'un sph^roide und U, Dini, Annali della nniversit^ toscana 40 (1869—1872). 

J, Booth, Cambridge and Dublin 8 (1863) p. 68; Parabolische Trigonometrie, 
der in Brendel (1761) einen Yorg&nger hatte. 

B. Mcdagoli und E. Nannei, Battaglini 27 (1899) p. 60. Elliptische Tri- 
gonometrie. 

Hyperbolische Trigonometrie siehe mcht'etiklidiBche Geometrie. 

J. G, A. Biehringer, Schlom. 28, 86. Schiefwinklige trigonometriscbe Funk- 
tionen; selbstilndiges Buch [Beck (1877) NOrdlingen], wenig Anklang. 

(Grefeld) Beipell, Grun. 81 (1868) p. 297; Eine Erweiterung des Eosinus und 
Sinus aus den Beihen. 

Die Anwendung zur trigonometrischen Losung von Gleichungen 
2,, d.y 4. Grades gehort in die Algebra. Historisches bei 

J. Helmes, 2. Aufl. (1881), nener: M. Blowne, Journ. de Vuibert (1893) 16. Juli: 

/- a 2 1/^ 

'+!>« + « = 0; g>0, x = yg tg — ; sin a = ^ ^ - 



. — cc 2 V — a 

g<0, a; = V — gtgy , wo tga= — '^ -^ • 

Jl, Florow, Eonstruktion der Wurzebi trigonometrischer Gleichungen mit 
Zirkel und Lineal: 

SpaczinskCB Bote 261 (1897) Rufiland: 

+ -. --, - -. = c und 2 andere. 



sin X sin {w — x) 

A. Pellet, Assoc. fran9. (1889) Sess. 18 p. 16. Sur la r^solut. trigon. de cer- 
taines ^quat. (exemplifiziert an der Gleichung 3. Grades). 

Aufgahensammlungen. 

Franz Seydewitz, nebst AuflOsungen (1839) Heiligenstein. 

A. Wiegand, Sauimlung trigonometrischer Aufgaben. Halle (1862) (eben). 

F. Beidt, Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie 
und Stereometric, Leipzig (1872), besonders auch Bedingimgen^ welche die B«cht- 
winkligkeit nach sicb ziehen; Maxima. 
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A, DeshoveSf Questions de trigonom.; methodes et solutions (1872), 
2. sehr vermehrte Ausgabe (1877); cos no; etc. ohne Moivre, Malfatti- 
sche Aufgabe etc. 

W. Gcdlenkamp, eben and sph&risch, 2. Aufl. Berlin (1878). 

John Casey, Dublin (1888) (8«, 216 S.); Sehr reiches Aufgaben- 
material. Die vollstandigste Sammlung fiir Schulzwecke ist wohl fUr 
ebene Trigonometrie Lieher und v, Liihmann. Berlin (1874) 1. Aufl., 
(1889) 3. Aufl. AuBerdem sehr reiches Material in der Education 
times z. B. (auBer den schon erwahnten Neuberffschen) 60, 11913. 
61, 1254. 62, 5240. 70, 11869. 73, 14208. 73, 14290. 73, 6364; 
in der Hoffmann&chen Zeitschrift, im Bourget, in der Mathesis. 

Aus der Hoffmannachen Zeitschrift ist das Material gesammelt 
durch C, Musdmky und aus den franzosischen von Ch, Laisant 

Manographien. 

J. H, Deinhardt, Die Eonstruktion trigonometrischer Formeln, Programm 
Wittenberg (1884); M. L. G. Wichmann, Programm GOttingen (1848). 

M. Chrescinskiy Anfldeong einiger trigonometrischer Anfgaben, Programm 
Lyck (1849); E, Grebe, Programm Cassel (1856); Analogien zum Sinnssatz. 

W. Berhhan, Die Anwendung der Trigonometrie anf Arithmetik und Algebra, 
Halle (1868). Sondhaw, Programm Neifie (1879): Ableitang der Satze dber das 
ebene Dreieck aus den S&tzen des Bphfijischen Dreiecks. 

A. Schindler, Unterguchung ilber die Fehler, welche bei der Berechnung 
ebener Dreiecke entstehen; Programm Prag (1858). 

GianotH, Saggio di calcolo origin, di Casali (1856). E. Grebe, Programm 
Cassel (1866), Analogien zum Sinussatz. 

Fr. Reidt, Trigonometrische Analysis planimetrischer Konstruktionen (1882). 

E. HaenUeehel, tyber die verschiedenen Gmndlegungen in der Trigonometrie, 
Programm 58, Berlin (1900), vgl. auch Programm 58 (1901). 

Eigenaitig ist: 

L. Haebner, Ebene xmd r&umliche Geometrie dee MaAes, Leipzig (1888); 
woblfeile Auflage (1896). 

Fram Meyer, Ober voile Systeme in der ebenen Trigonometrie; Jahresber. 
Deutsche Mathematiker-Vereinigung (1897) p. 561; innerer Zusammenhang der 
trigonometriscben Formeln. 

W, Fuhrmann, Beitrag zur Transformation algebraischer trigonometrischer 
Funktionen, Programm 19, EOnigsberg (1898). Formeln for 3 Winkel, die 
1. ganz beliebig sind, 2. Dreieckswinkel. 

34. Sph&risohe Trigonometrie. 

a. Allgemeines^ Geschichte. 

Die spharische Trigonometrie verdankt ihre Entwicklung den Arbeiten 
von Gua, Euler (1753 und 1779), LexeU (1782), Legendre (1782), Lagrange 
[an 7 (1798)], Cagnoli (1797 und 1804), L'Huilier, Sorlin, Gergonne, 
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Szniadecki, Brelsdineider, Mobius und Ton astronomischer Seite Lacaille, 
Lagarde, Delambre, Gaufi, Mollweide, Einen gewissen Abschlufi bilden 
die Arbeiten von E, Study und Franz Meyer, siehe aber auch Felix 
Klein, Cber die hypergeometrische Funktion (autogr. Vorlesung) 1894 
285 — 357. Sie ist nicht nar seit Ftolemdoa die Grundlage der Astro- 
nomie, sondern auch die der Geodasie, seitdem diese durch Clairaut 
und Gaufi eine Wissenschaft. Es ist klar, dafi dem Referenten erne 
Menge Material in den technischen Werken entgangen ist, wie denn 
z. B. LacaiUe seiner Astronomie sogenannte Preliminaires Toraus- 
geschickt hat. 

Die EinfUhrung der Zeichen und damit die genaue Bestimmung 
der Tragweite der Formehi dankt man Gaufi, Gvdemiann, Bretschneider, 
ChasUs und yor alien Mobius (Analytische Spharik), ygl. auch C, Side, 
Schlomilch 16 und Angelitti, Accademia Pontan. (1895), aber auch 
schon J. Knar in seinen Anfangsgrilnden der reinen Geometric (1829) 
unterscheidet zwei entgegengesetzt gerichtete Strecken als positiye 
und negative. 

Die Einfahrung der Polarecke zur Verdoppelung der Formeln 
wird yon Baltzer, dessen historische Angaben aufierst zuverlassig siod, 
C. JP. Schulz zugeschrieben, der seit Uieodosius und Menelaos die erste 
deutsche eigne elementare Spharik (1833) geschrieben hat, aber ygl. 
Lehrbucher, England. Sie war aber schon den Alten bekannt und 
wird z. B. yon Lagrange angewandt in der Arbeit: Journal de Tecole 
polytechnique 6 p. 270 — 97, der nur die 6ratt^schen Gleichungen zu 
einem yoUendeten Lehrbuch fur heute fehlen, desgl. yon L'HuUier 
(3. Fall und 6. FaU): Gergamve 2 (1810 und 11) p. 257 und nicht 
minder yon Cagnoli und Sneflius und Nasir Eddin (Thusi). 

Das Dualitatsprinzip ist yon Sorlin, Gerg, 15 (1824 — 25) p. 273 
in seiner ausgezeichneten Arbeit ausgesprochen, deutlicher yon Ger- 
gonne ebendort und am scharfsten yon Gergonne, Gerg, 16, Considerations 
philosophiques. Die Formeln werden yiel symmetrischer durch Ein- 
fdhrung der Aufienwinkel. Nennt man die Seiten a, b, c, die AuBen- 
winkel A, B, C, so hat man im Polardreieck A,B,C als Seiten und 
a,b,c als Aufienwinkel, also in den Formeln nur die kleinen uud 
grofien Lettern miteinander zu yertauschen. Aber diese Bemerkung 
ist nicht zuerst yon Fid, Lucas, Mathesis (1891) p. 189 gemacht, auch 
nicht yon H. G. Grafima/nn (1865) p. 101, in seinem Lehrbuch der Tri- 
gonometrie, sondern findet sich schon bei Carnelius Keogh, Nouyelles 
annales 2 p. 304. Das Prinzip, das Nebendreieck zur Ableitung neuer 
Formeln zu yerwerten, ist schon yon Vieta (oper. omn. 421) benatzt, 
stammt also nicht yon Keogh (1. c). Das komplementare Dreieck des 
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rechtwinkligen bei Cagnoli, Das Aofiendreieck als neues Hilfsmittel: 
A. Ziegler (1873), (2;r-a), 6, c. 

Sehr einfach leiten Gergonne, Gerg. 3 p. 348 and Sorlin (1. c.) 
den Sinussatz und seine Folgen aus dem Fundamentalsatz, der eigen- 
artig bei Euler, M^moire de Berlin (1753), und sehr hiibsch Eider, 
Acta Petropol. fdr 1779 p. 73 abgeleiiet ist, anch einfach von Hachette, 
Correspond., 1807), Mai p. 273, vgL auch B. F. Davis, Messenger 4 
(1875) p. 102. 

Als wichtiges Hilfsmittel fQr Spharik haben Schdz und besonders 
Gudermann (s. Spharik), die spharische Trigonometrie ausgebildet. Der 
gew5hnliche Gang ist heute der you Cagnoli geschaffene. Das recht- 
winklige Dreieck und durch Fallen der Hohe das schiefwinklige. Die 
Lehre Tom Yiereck ist im wesentlichen schon yon Lexdl und yon 

Cagnoli ausgebildet, die L^Huilier&che Formel fftr tg 6 nur ein Spe- 

zialfall der LexeUachen. Die meisten Arbeiten beschaffcigen sich mit 
dem LegendrsBchen Satz, den 6rau/3schen Gleichungen, den Formeln 
Mr den ExzeB s. 



b. Zusammenfassende Darstellungen. 

(Lehrbiicher etc.) 

Die meisten Lehrbiicher der spharischen Trigonometrie bei denen 
der ebenen. 

A, M. Legendre, Trigonometrie meiat mit den Sl^ments de G^m^trie als 
Traits de Trigonometrie auf Gnmdlage des cahier 6 de T^cole polytechnique. 

A. Cagnoli, 2. nmgearbeitete Anflage von 1804; noch heute sehr branchbar, 
obwohl er nioht zwischen Kongraenz und Symmetrie Bcharf nnterscheidet. 

J. D. Gergonne, Gerg, 3 p. 348, aus dem Fundamentalsatz (Kosinus-) 

der Sinussatz etc. Sorlin^ Gerg. 15 p. 273, Auszug des M^moire presente 

(1819) 22. Februar yon Oerganne* — e7. Sxniadecki, Pobiisch a Jana 

Sniadeckiego (Wratislawa) 1820, spharische Trigonometrie, deutsch 

von L. Fddt (1828). Gaufi: Zusatz zu Schuhmacher^8 Cbersetzung 

yon Camof3 g^ometrie de pos. Note 7. 

F. X. Moth, Die LagrangeBchen Relationen und ihre Anwendung etc., Prag 
(1829). 

F. Schmeiper, CreUe 10, breit, aber allgemein (nicht fehlerfrei). 
C. A. Bretschneider, CreUe 18 p. 86, 146. 

J, A. Grunert, SphSrische Trigonometrie (1837). 

0, Terquem, Nout. annal. 6 (1846) auch Menelaos und Ceva (Ptolemdos), 

G. Jy/nghann, Studien uber das Bph&rische Dreieck, Programm Luckau 
(1848). 

Simon, Elementorgeomeirie. 16 
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J2. BdUzer, Elemente der Mathematik 2, Leipzig (1858), 3. Aufl. (1870); reich 
an znverlS^sigen historischen Notizen. 

M6biu8, Entwickelung der Grundformeln der spharischen Trigono- 
metrie in groStmoglicher Aligemeinlieit-, Aufhebung der Beschrankang 
auf Seiten und Winkel unter sr Leipz. Ber. 12 p. 51 (1860), Werke 2, p. 73. 

J, Todhtmter, London mathem. society proceed. 3 (1871) p. 232. 319; histo- 
rische Noten Qbei gewisse sph9.riBche trigonometrische Formeln; ders: Lehrbnch. 

F. /. StudnicJca, Prager Berichte (1876); Ableitong der Grundformeln der 
BphSnschen Trigonometrie mittels Determinantens&tzen. 

O.Stolz, SehJdm. 16 p. 168 (1871); analytische Entwicklong der Grundformeln 
der sphaxiscben Trigonometrie in voller Allgemeinheit (Eckensinus). 

F. X, Stoll, Die Hauptaufgaben der 8pb9.ri8cben Trigonometrie, Programm 
Bensheim (1879), gat. 

S. Gunther^ Yersuch einer sohulgem&fien Behandlong der Lebre von den 
Ereisen des spb&rischen Dreiecks. 

P. V. Schuwen, Zeitschrift fCir das Reakcbulwesen 1882 p. 394 — 469; derg.: 
Semm. 27 (1882) p. 126. 

L, Huebener, Ebene and rStumlicbe Greometrie des MaAes, Leipzig (1888). 

J* Casey, A treatise on spheric trigonometry, Dublin (1880), 
aufierst reicUialtig. 

E* Study, Sphar. Trigon., orthogonale Substitutionen und ellip- 
tische Funktionen, Leipziger Abhandlungen 20 (1893) p. 83 — 232: 1st 

cot Y «! = hy cot Y (Xi = ^, 

die algebraisch einfacli8teBeziehung,ygl. Fdix Klein Hypergeom.Funktion. 

Franz Meyer, CreUe 115 p. 209; der Besaltantenbegriff in der spb&rischen 
Trigonometrie. 

Bagona, Modena Memorie (Tangentenformehi bevorzugt) (2) 6 (1887) p. 63— 119; 
nnove formole etc. 

E. Grohmann, Uber das 8pb9fi8cbe Dreieck, Programm Wien (1897). 

F. F. Bohnert^ Ebene and Bph&rische Trigonometrie, Leipzig (1900); ger^mt 
vird die Trigon. von Chiyau. 

G. Lazzeri, Manaale di trigonom. sferica, Livomo (1900). 

Konstruktive AufWsung des spharischen Dreiecks, 

Schon bei Grua^ Cagnoli cap. 19, Grudermanny niedere Spharik 
(1835), in den Lehrbiichem der darstellenden Geometrie, so z. B. bei 
BeUavitis, geometria descrittiva (1851); sehr auschaalich wird die Ab- 
leitung der Grundformeln aus dem Dreifach reproduziert von Chr. Wiener, 
Darstellende Geometrie 1 p. 112; Steinheily Miinchener Berichte 2 (1869) 
p. 369 (er findet das Polardreieckl); W. Fiedler, Schlom. 8 (63) p. 482, 
weiter ausgefiihrt von J. Hemming , SchUm. 17 p. 188. 
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H. Smith, American joum. 1 (1878) und 6 (1888) p. 176. 

In die Nicht-JSMfeKdische Geometrie gehort Fr. Schilling, Math. 
Annalen 39 (1891) 598; Geometrische Bedeutung der sphar. Trigon. im 
Falle komplexer Argumente. 

Die Bedeutung des spharischen Dreiecks fiir die elliptischen Funk- 
tionen^ deren AdditionBtheorem mit dem Eosinussatz fibereinstimmt^ ist 
bereits von Legendre erkannt; dazu Glaisher, Quarterly J. 17 p. 353 
(1881); Johnson, Quarterly J. 18 p. 365; 19 p. 186, wo die Beschrankung 
des Moduls k ^ A: S auf Werte < 1 aufgehoben wird. 

c) Legendrescher Satz. 

Legendre, Memoire de Tacademie des sciences (1787) obne Beweis, 
der zuerst: Methode analytique pour la determination d'un arc du m6- 
ridien par J, B, J. Delambre, pr^c^d^e d'un memoire sur le mSme sujet 
par A, M, Legendre, Paris an. 7 (1798) p. 13 und Trigonometrie, 
Append. 5 gegeben wird. 

Wenn die Seiten des Dreiecks gegen den Radius sehr klein, so 
kann das Dreieck als eben angesehen werden, und es sind bis auf Grofien 

4. Ordnung die Winkel a ^ a — -, wo « spbarischer ExzeB, und es 

ist s = ^:r^, Beweise von Lagrange, Delamhre, Gaufi, der in den 
Disquisitiones circa superficies curvas den Satz auf geodatische Drei- 
ecke aller Flachen ausdehnt. Das kleine spharische Dreieck ist schon 
vor Legendre von den Astronomen, z. B. Lalande, Ddamhre, Cagnoli 

durch ein ebenes ersetzt worden. 

J, N. P. Hachette, Corresp. (snr T^cole polytechn.) (1807) 8. Mai p. 284; Be- 
weis nnd sehr &hnlicher Satz. 

Gaufi, Crelle 22 p. 96, sehr korz nnd ganz elemental 

b BinB>^^' 

wo D Prodnkt von vier Faktoren (1 + «*)i franz. LioumOe 6 p. 278. — Gaufi, 
Bd. 8 p. 451. 

A, Winkler, CreUe 44 (1862) p. 278, sehr kurz, aber es fehlt die BegrOndnng, 
dafi A =» e bis anf GrOfien 4. Ordnnng (die Arbeit ist yon 1848). 

Grunert, Grun. 23 (1864) p. 111. idem. 

A. Tissot, Nony. annal. (2) 1 (1862) p. 1. Literatnr; zwei sehr hflbsche Be- 
weise. 

E. Catalan, Nonv. annal., ^Il^ments de g^om. B. Bdltzer, dnrch Entwicklnng 
Ton cos re nach Potenzen von x. Franz Mertens, Schlom. 7 p. 248; Bestimmtmg 
der Fehlergrenze, 

Ein Seitenstiick zum Legendreschen Satz: 

Grunert, Grun. 25 (1865) p. 207; das plane Dreieck c, -4 — —s, B ^ s 

ersetzt, wenn a, 6, c kleine GrGfien 1. Ordnnng das 8pha.ri8che Dreieck bis auf 

16* 
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OrOfien yon hOherer als 4. Ordnung. P. Serret, Des m^thodes en G^m^trie, Paris 
(1866) Gap. 9. Wenn a, 5, e sehr klein g^egen B, ao kann bis auf GrOfien 2. Ord- 
nung das plane Dreieok a, J., B — c, C — e, woe halber Ezzefi, das sph&riscfae 
Dreieck a^ A, B ersetzen. E. Bouchi, Nouv. annal. 16 (1866) p. 864 zeigt, dafi 
man zwei Elemente belassen nnd ein dritfces mn eine beliebige GiOfie 2. Oid- 
nnng &ndem kann. 

d) Delambre-Ganfi-Mollweideselie Gleidmiigeii. 

Nepersche Andlogien, Cagndlische Formdn. 

J. B. Delambre, (1807) Connaissance des temps pour 1808. Be- 
weis im Abrege d'astronomie. Gaufi, Theoria motus (1809) p. 51 olme 
Beweis, doch soli Gaufi Satz und Beweis schon frdher in seinem 
KoUeg gegeben haben. MoUweide, Monatliche Eorrespondenz Yon 
Zack 18 (1809) p. 394. v. Szniadecki, Petersburger Akademie (1811) 
29- Marz zeigte^ dafi die (ratiySschen Gleichongen (oder vielmehr ihre 
Quadrate) nichts anderes sind als die auf den kdizesten Ausdruck ge- 
brachten Cb^noZischen Formeln. Puissant, Correspond, sur Fecole poly- 
techn. 3 (1814) p. 60^ einfacher Beweis; Ygl. auch seine Geod^sie. 
ServoiSj Gerg. 2 p. 84. Gergonne, Gerg, 3 p. 348. 

K. H. J. Buzengeiger, Bohneriberger Zeitschrifb ftbr Astronomie. 6. L. Feldt, 
CreUe 7 p. 68, kurz. F, Schmeifier, Orelle 10 (188S) p. 129; historische Notizen. 
Crelle selbst: CrelU 12 p. 848; von Gerono^ Nouv. annal. 7 p. 282 iibersetzt. Bre^ 
Schneider, CreUe 18 p. 86. /. Dienger, Grun, 7 p. 226. F..Amdt, Crrun, IS 
(1849). 0. Werner, Grun. 24 (1866) p. 96. 

Konslirulctiv: 

Ch. Crudermann, Niedere Sph&rik p. 144. 

Frz. Umferdinger, Grun. 26 (1866) p. 860, aus ebener Figur. 

E. Essen, Grun. 27 (1856) p. 38. 

W. Orofton, London mathem. society proceed. 8 (1871) p. 18; sehr kurze Ab- 
leitung (Gudermann). 

Neper sche Analogien ohne Division der Gau fischen Formeln: 

Nach Wallace (1791), Cambridge joum. 8 (1842); sie fehlen weder bei La- 
grange im 6. cah. des Joum. poljt. an. 7 (1798), noch bei Fuler 1779: Acta 
Petrop. pro 1782 noch bei Cagnoli. — Cortazar, Nouv. annal. 6 (1847) p. 218. 
O. Werner, Grun. 24 (1866) p. 96. Safford, The mathem. monthly 1 (1869) p. 78. 

Die Cagnolischen Formeln finden sich (1804) p. 332 (1139): 

sin AB sin BC -{- cos AB cos BC cos B 
= sin J. sin C — cos A cos C cos AC. 

Sehr einfach ist ihre Ableitung bei Bretschneider, Grun. 13 p. 145 
aus dem Eosinussatz und seiner Polarformel^ vgl. auch Sjmiadecki (1. c). 
Da sie den Astronomen mehr interessieren als den Mathematiker, sind 
sie in den Lehrbuchern in Yergessenheit geraten und von Cayley als 
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neu wiedergefanden und Philosoph. magazine 11 (1859) p. 151 ahnlich 
wie von Bretsckneider tmd von dem Astronomen G, B. Airy, p. 176 
geometrisch bewiesen worden; Barbier, der sie: Nouv. annal (2) 5 
p. 349 erwahnt, vindiziert sie noch Cayley. 



e) Flfteheninlialt. 



L'Huiliersche Formel: 



tg' T " *8yi> tgy (P - <») ^ Y (^ ~ ^) *g y (P - ^) 

von Legendre mitgeteilt: Elements (1800) Note 10, ist aber nur Spezial- 
fall der Formel von Lexell fiir das spharisclie Ereisviereck: Acta Petrop 
(1782) p. 88; Puissant, Corresp. Hachette 3 p. 60. Franks, Grun, 17 
p. 309. Gent, Programm Liegnitz (1853). 0. Werner, Grun, 24 (1855) 
p. 55 wie SchlomUch 6 (1861) p. 46; das plane Dreieck sei 

jP = cosyC08y; g^sinysiny; r^cosyC, 

so sind seine Winkel 

jB = 180-C; P=C- 



y^5 



Q- 



€, 



A. Prauhet, Nonv. annal. 16 (1866) p. 91. Lebesgue, ibid. 16 p. 319. BaUzer, 
8. Aufl. (1870) p. 326. 

L. Huehner, Ebene und i&umliche Qeometrie des Mafies (1888) p. 263. 

Der Z'BweZierschen entsprechende Formel fGr das spharische Vier- 
eck von 

F. Strehlke, Grun, 36 (1860) p. 104, 447 anknupfend an Lexell, Acta Petrop. 
(1782). 

0. Terquem, Nouv. annal. 6 von 
Menelaos nnd Ceva auBgehend, die 
Formal von Gadermann (Lagrange, 

Lexell etc.) cob -— a« , wo M 

'2 a ' 

COB- 

nnd N die Mitten von h und e. Die 
Formel uber die Medianen, worauf die 
Ableitung beruht, bei Querret, Gonnais- 
sance des temps pour 1822 p. 336. Ist 

DB = MN und BE ± BCB, 
80 ist 

2 

(Fig. 28.) (Die selbstverst&ndliche Eonstruktion bei Gudermann, CreUe 6 und 8.) 
Dieselbe Formel entdeckt K&nig, Grun, 34. Die Formel fiber die Medianen u. a. : 
Educational times (1899) Mai, mit verschiedenen LCsem. 




1 
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Vannsany Nouv. annal. 7 (1848) p. 14 im Angchlafi an Terquem 

sin — = sinMN Binpq. 

Ted6nat, Gerg. 6 p. 46; Inhalt des sph&r. Dreiecks mittels Differentialrechnnng 
(Euler, M^moire de Berlin (1768)). A, Hue^ Nouv. annal. 10 (1861) p. 26 s duxch 
,a, b, c {Euler, Lcigrange, LexeU, Cagnolt), 

Satz von Komelius Keogh V = Parallelepipedon aus OA', OB,' OC, 

wo A' etc. die Seitenmitten^ ist gleich sin -^: 

Lehesgu^, Nouv. annal. 16 p. 829. /. A. E. Comhescure, dito, Nouv. annal. 
17 p. 142. 

Der Zusammenhang des Eckensinus (t?. Standi) mit dem Parallel- 
epipedon OABC ist lange vorher z. B. von Etder (1779) erkannt. 

Der LexelUchQ Satz: Acta Petrop. fOr 1781 p. 112, auch von Legendre (1. c.) 
bewiesen, ist von Steiner, Crelle 2 p. 46 vervollst&ndigt. Der kleine Ortakreis 
durch A geht durch die Gegenpunkte von B und C, hubscher Beweis bei SorUn 
(1. c); dort auch der polare Satz: Die Basis bei konstantem Parameter und festem 
Gegenwinkel umhiUlt einen Ereis p. 802. V. A. Lehesgue^ Nouv. annal. 14 p. 24; 
vgl. hierzu Gaufi^ Bd. 8 p. 292 u. 293, Schumacher an G, und Gaufi an Sch.y in 
der Note ist auf die Priorit3.t Lobatschefskifs hingewiesen (1886 russisch). 



f) Yermisolites. 

Separierte Tangentenformel (s. Trigon.) auf der Eugel hei Legendre^ ^l^ments, 
Note 10 (1800). 

Cruineau d'Awnont, Gerg. 12 (1862) p. 264; Recherches sur les quadrilat^res. 

Das rechtwinklige Dreieck s. bei Pythagoras. Vom Sinussatz geht 

M. Jenkins aus: Messeng. 17 (1887) p. 30, und beweist cos a ohne Gaufi- 

sche Gleichung, dort auch die Formel 

sin (A-{- B) cos a -{- cosb F cos m 

sinC 1 4- cose c 

' cos — 

2 _ 

Die Grundformel (Kosinussatz) als notwendige 3. Gleichung leitet Baabe, 
CreUe 2 durch Koordinatentransformation im Raume ab; Chudermanny 
St. Venant, LiouvUle 9 (1844) p. 270 (sehr direkt die Winkel durch die 
9 Kosinus der Winkel mit den rechtwinkligen Achsen, Zusatz p. 310). 
B. Niewenglowski, Analytische Geometric des Raumes; dito Max Simon 
(Sammlung Schubert), Fundamentalformel durch Projektion nach Duhamd 
(nach LexeU) von H. Lenionnier, Nouv. annal. 4 (1846) p. 606. 

VHuUier (1. c.) Fall 8 und 6 (polare) ; a, c und a zweideutig wie konstruktiv 
klar, dazu M. Jenkins, Messeng. 2 (1878) p. 150; ibid. 14 (1886) p. 163 Lloyd 
Tanner^ Note dazu p. 166 von Jenkins. 

Die Seitendeterminante D von Staudt, GrelU 24, Eckensinus ge- 
nannt, ist schon von Euler durch die 3 Winkel, und die Polare 8 
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dnrch die 3 Seiten gegeben. Referent hat sie nur bei Keogh und 
LebesguCy Nouv. annal. 12 p. 304 und mit Qnellenangabe bei Baltzer 
gefunden, den Modul D : d = sina : sin^ iiberall. 

Die Formel sin a einA^ » D^ die u. a. sich schon bei Lagrange 
cab. 6 findet, ist von Umferdinger der Wiener Akademie (Bd. 51 der 
Sitzungsberiehte) als neu mitgeteilt. Die Formeln fQr die Radien 

analog - nnd —- etc. sind schon voUstandig von Lexell, Euler, Cag- 

noli gegeben^ kehren aber immer wieder^ z. B. bei T. Clausen j CreUe 6 
p. 84. S. Lowenstein, Grelle 13 p. 79. Vannsofiy Nouv-. annaL 7 p. 14. 
Umferdinger y Orun, 29 nnd 33. Die entsprechende Formel ftlr die 
Zentrale des In- und Umkreises Stdtty Soffm. 15 p. 34: 

sin*/ift = sin^iJ cos^r — sin 2R sin 2r 

(vgl. Taktion). VHuilier, Gerg, 2 p. 75; Schwerpunkt. 

Die Analogie des spharischen und ebenen Dreiecks ist haufig ab- 
gehandelty z. B. von VHuiLiery ziQetzt wohl von P. t*. Schdwen^ Zeit- 
schriffc far das Realschulwesen (1882) p. 394^ so bei Lagrange und 
Euler und sehr vollstandig bei Cagnoli, der auch die Differentialande- 
rungen bei einem variabeln Stuck sehr sorgfaltig untersucht hat. Ab- 
leitung der ebenen aus der spharischen Trigonometrie. S. Gilntherf 
Bayrische Blatter 15 (1879) p. 405: Zur Didaktik der spharischen 
Trigonometrie. 

Dafi die Hauptkreisbogen unter x geodatische Linien sind, der 
Ausgangspunkt Eule/s (1753), ist von Cagnoli nicht ganz elementar 
durch die Reihe fur cos a; bewiesen, oft nach dem Yorbild Eukli^^ 
durch den Satz a + 6 > c (ohne dreiseitige Ecke), z. B. vom Refe- 
renten; .ein elementarer Beweis D, Besso, Periodico 1 (1886) p. 122, 
aber alle diese verlangen schliefilich doch einen Grrenz^bergang (s. auch 
Spharik: Barbet). 

Das spharische Yiereck (besonders im Ereise) ist von LexeU, 
LHuilieTy Cagnoli eigentlich erledigt, auch Ghieneau d'Arnnont^ Steiner, 
Gudermann und ScJiuh sind zu nennen; so steht der Potenzsatz {Baltzer 
p. 327) bei Cagndi p. 349; No. 1157, der sphar. Ptolemaos 1158. 

Zur Flache des Vierecks: 

L. A. Sohncke, Grun. 4 p. 347. H. Hart, Messenger 4 (1875) p. 181; Ezzefi 
eines Vierecks, das einem kleinen Ereise eingeschrieben {LexeU, Acta Petrop. (1782)) 
und Formel far den Radius des kleinen Kreises (LexeU 1. c). G, Kramp, Gerg. 
(1810/11) p. 161: Jedes sph&rische Yiereck mit zwei rechten Winkeln l&fit sich sofort 
auf ein schiefes Dreieck zurtlckffihjen (wichtig fQr Astronomen). C. G. Colson, 
Messenger 5 (1876) p. 161 : Wenn zwei Diagonalen eines yollst&ndigen Yierseits 
Quadranten sind, so ist es auch die dritte. 
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Satz von J, Sterner: 

^ cos a = 4co8 — cos-^coB^, wo g die sph&rische Distanz der Mitten der 

Diagonalen t irnd / ist, ist von lUmy, CreUe 3 p. 84 bewiesen und wiederholt: 
NouT. annal. 4 p. 494. /. L. Raabe, CreUe 2 p. 9; sph&xische Polygonometrie, spe- 
ziell Vierecke. 

C. A. Bretschneider, OreUe 13 (1836) p. 146; interessante Formeln, wo die 
Yiertel der Sammen eingefOhrt sind. P. Gerwien, ibid. 11 p. 130, G^iMfermannscfaer 
Satz, der (G.): CreUe 18 p. 262 den Winkel zweier Ereise ans der Gleichung ihres 
Systems ableitet. 

J, Steiner, CreUe 24 p. 191; Kreissatz auf der Kugel; vgl. v, Schdwen, SMom. 
27 p. 126. Grunert, Grwn. 47 p. 149; Pothenot anf der Eugel. Bogner, Crrtin. 45; 
einfacher Transversalensatz. E. Barbier, Nonv. annal. (2) 6 p. 349 , Formeln (1 nnd 
6 neu?). 

A. Cayley, Messenger 1 (1872) p. 146; On an identity in spherical trigonometry: 
COB (A -\- B -\- C). Idem: London mathem. society proceed. 11 (1880) p. 48: A 
theorem in spher. trigonom. 

Frz, Umferdinger, Grun. 60 (1869) p. 107; Winkelhalbierende. E. Meifiel, 
Grun. 64 p. 47; 66 p. 429; Elasse von Aufgaben: 

« i «? ^ i 6 etc. 

Tgl. Math. Annal. 16 (1879) p. 880 (znm sphSxischen Dreieck abc ccfiy geh5rt 

ein anderes 

5r + a — a , . 2ol . a . cc 
«i = ^"2 e*c. tg-p = tgyC0ty 

und bleibt far das Polardreieck dasselbe). 

Gaufi, GesammelteWerke Bd. 3, Nachlafi p. 481—90; Pentagrammnm mirificum. 
Nach miindlicher Mitteilnng von F, Klein bezieht sich der von Neper herrflhrende 
Name auf die Konfiguration der untergehenden Sonne, Pol, Zenit etc. Das 
Pentagr. geh5rt zu einem gegebenen rechtwinkligen sph&rischen Dreieck; die fonf 
Hdhen sind s&mtlich Quadranten und daraus folgen sofort die NeperBchen Ana- 
logien. Weitere Ausf&hrungen Gaufi, Band 8 p. 106 und die Bemerkungen dazn 
Yon Fricke p. 112 (/oco^tscheB Schliefiungsproblem der elliptischen Funktionen). 
0. F. Dziobek, Grun. (2) 16 p. 320; Erweiterung des (rau/Sschen Pentagramms auf ein 
beliebiges Dreieck, daraus merkwiirdige Formeln, besonders die letzte, s. aberauch 
M. L. G. Wichmann, Pentagramm. mirif. PreiBSchrift, G^ttingen (1844). 

Jeff ares, Educ. times 69 (1898) p. 69 Nr. 18 698; Neuberg, 70 (1899) p. 116 
Nr. 18 838; Crofton, 70 p. 41 Nr. 13 661: Wenn von den Bogen, welche die Mitten 
der Seiten verbinden, einer 90^ ist, so sind es auch die anderen, und die FlS.che 

des Dreiecks ist ein Quadrant / unmittelbare Folge von cos == - - - ! V 

L. Bosi, Periodico (1897); je nachdem 

sin« 4" «= ><8in« 4" ^ + ^^^* ^cisi A^XB-\'C 
(J. Neuberg, Mathesis (1897) p. 61). 
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Oruppentheoretisch mid elliptische Fmiktionen: 

E. Study (1. c.) (Bd. 20 der sftchsischen GeBellschaft der Wissenscbatten). 
Emily Chisholme, DisBertotioii, GKJttiiigen (1896); (gruppentheoreti8ch-)algebraiBche 
Untersnchungen nber sphSjr. Trigonom. 

Fram Meyer, CreUe 116 p. 209. Der Besultaiitenbegriff in der sph&rischen 
Trigonometrie. (Sinnssatz, sehr merkw&dige Znsammenfassmig.) {KcUkoUsche 
Trigonometrie, s. EMgel Art. Trigon.) 

0. Pimd, Hamburger mathem. Gesellschaft 8 p. 210. t^er Substitntione- 
gmppen in der Bph&rischen Trigonometrie, insbesondere die Nepenchen Begeln 
fClr das rechtwinklige sphSrische Dreieck. 

Yergleiche auch Spharik^ insbesondere filr den Inhalt des Dreiecks 
aus kleinen Ereisen. 

£in mechanisches Instrument zur Auflosong spharischer Dreiecke 
mit 1 — 2 Ablesungen von Penrose, London astronomical society 86 
(1876) p. 281. 



Nachtrag. 

Es handelt sich im wesentlichen um methodisclie Aufierongen (ygl. 
Artikel 13) dreier durch ihre wissenschafUiche Bedeutung aosgezeicli- 
neter Mathematiker^ Alfred Pringsheim, Ferd. Lindemann, F. Klein. 

YeranlaSt durch die besonderen Yerhaliaiisse Bay^ms hielt P. in 
der offentlichen Sitzung der Akademie der Wissenscliafben zu MtLnchen 
am 14. Marz 1904 eine Rede: „Uber Wert und angeblichen Unwert der 
Mathematik^'y abgedruckt im Junihefte der ^Jahresberichte'^ Das Thema ist 
seit Dasypodivs und Mdanchthon oder richtiger seit Platan immer wie- 
der behandelt und auch P. bringt inhaltlich nichts Neues. Aber die 
Tollendete Form und die Lebendigkeit des Yortrags^ die Bedeutung des 
Bedners und seiner Horer rechtfertigten das ungewohnliche Aufsehen, 
das die Rede in Laienkreisen erregte. 

Der Hauptfeind einer richtigen Wertung der Mathematik ist Ubrigens 
nicht der Tom Redner (zum Teil mit den Worten des Referenten, vgL 
z. B. dessen Methodik und das Beferat, Zeitschr. f. d. Gymnasialwesen 
59. 6 (1895) p. 367) bekampffce Schopenhauer ^ sondem das sind die 
ihren Besitzstand wahren wollenden sogenannten ,,klassischen'' Philo- 
logen, und mit ihnen wird, um Schopenhauer^ Worte zu gebrauchen^ der 
Streit Yor bestochenen Richtem gefUhrt. Diese Leute woUen nicht 
tlberzeugt sein^ und gegen diesen bosen Willen kampft selbst ein Prings- 
heim yergeblich. Wir mtlssen uns mit dem ^,artem non odit, nisi igna- 
rus^ begntigen^ und im iibrigen der Macht der Tatsacben, die starker 
ist als die der Menschen, vertrauen. 

Ebenfalls einer oder mehreren Gelegenheitsursachen verdanken wir 
lAndemanns Rede „Lehren und Lernen in der MaOiematiM^, dem Antritt 
des Rektorats der Universitat Mtlncben am 24. Nov. 1904, dem Wunsch, 
die Wertung der Mathematik in Bayem zu heben, die dort, wie schon 
aus der ungeniigenden Stundenzahl hervorgeht, hinter dem tlbrigen 
Deutschland zurtickgebUeben ist, imd scblieSlich der Stellungnahme zu 
den reformatorischen Bestrebungen Kleins, Die mafivoUen Fordemngen 
LindemannH treffen mit denen des Referenten in seiner Methodik so 
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ziemlich zusammen; im Strafiburger Lyceum sieht seit 1871 der Fnnk- 
tionsbegriff im Zentrom des Unterrichts^ und wird Differentialrechnuiig 
allerdings in sehr bescheidenem Um£Ekng getrieben. Nicht minder wird die 
geschichtliche Entwickelung nnd damit der Zusammenhang der Eultur 
und die Forderung hellenischen oder hellenistiflcben &eist6S fQr den 
Unterricht betont. An dieser Stelle lenkt Referent die Aufimerksam- 
keit auf eine Jugendarbeit nnseres znr Zeit bedentendsten Philosophen^ 
H. Cohens ^Platans Ideenlehre und die Ma4hem(Uikf^ Marburg 1878, 
Rektoratsprogramm, eine seiner am leichtesten lesbaren Scbriften. Be- 
zeicbnend fur den Tiefstand in Bayem ist tibrigens der Protest, den 
die Lehrer gegen die lAndemannQche Rede erhoben. 

Sind PringsheimB und LindemcmnB Reden &elegenheitsschriften, so 
hat sich Klein seit mebr als einem Dezennium mit oi^anisatorischen 
Fragen des Unterrichts, zu dem ich auch die Enzyklopadie rechne, 
beschaftigt. Er hat seine ganze freie Zeit auf diese Arbeiten yer- 
wandt, ist unablassig f&r die Ausbildung der Lehrer, selbst in seiner 
Ferienzeit, bemUht gewesen und hat weit mehr als irgend ein anderer 
Hochschullehrer, noch dazu von seinem Range, Fiihlung mit den 
Oymnasiallehrem gesucht imd gefanden. An hingebender, selbstloser, 
ich mochte sagen religioser Liebe fUr die Mathematik und ihre Rolle 
im Geistesleben der Menschheit wird er nicht einmal you SckeUbach 
libertroffen, an umfassender Beherrschung des ganzen Gebietes der 
Mathematik und ihrer Anwendungen ist er ein Unikum. Nun sah er 
die Mathematik in ihrer Wurzel, dem Unterricht auf Hoch- und Mittel- 
sehulen bedroht, nicht nur von der Selbstsucht und der TJnwissenheit 
der von Friedridi August Wolf ausgehenden, f alschlich Neuhumanismus 
benannten Schule, sondern von den eigenen Eindern, den technischen 
Wissenschaften imd den Naturwissenschaften und zuletzt noch von den 
vereinigten Biclogen. Gingen doch die Techniker so weit, alios Emstes 
zu fordem, dafi ihre mathematischen Kollegen nur solche Aufgaben 
durchnehmen' durften, welche in der Praxis yorkamen, ja noch 
mehr, die ihnen yon den Praktikern giitigst (weil sie selbst sie nicht 
erledigen konnten) vorgeschiieben wurden. Klein ^ der m. E. die 
Gefahr des Ansturms Qberschatzte, entschloS sich nach seinen eigenen 
Worten, die AuBenwerke zu opfem, um den inneren Kem um so fester 
zu behaupten. Referent wird demnachst Gelegenheit finden, auf die 
KleinsGhen Vorschlage ausfahrlich einzugehen; er bemerkt hier nur, 
dafi er Maximumsaufgaben und besonders Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zum innersten Eem rechnet. Propadeutik in der Sexta halt Referent 
und wohl mit ihm alle Lehrer fQr nutzlos, er yerlegt dieselbe nach 
Quarta, und yerweist auf den Brief an Klein ,,Uber den eihleitenden 
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geometrischen Unterricht auf Quarta"^ Jahresbericht 19. Mai 1904. Die 
im Artikel 3 nicht zitierten Kleinsehen Scbriffcen sind znsammengefafit 
in „tJber eine zeitgemdfie Umgestaitung des MathemaMschen Unte^Tichts 
an den hoheren Schulen^ Leipzig 1904. Dazu kommen: ^^Yorschlage 
ftLr die Umgestaitung des mathemat.-naturwissen8chaftl. Unterrichts an 
den hoheren Schulen, gerichtet an die Schnlkommission der Natur- 
forscheryersammlong'' imd sein zurzeit letztes Wort: Bericht betreffend 
den Unterricht in der MaOiemaUk an den neunklassigen hoheren LeJir- 
anstdlten. Gesellsch. deutscher Natnrforscher und Arzte 1905. 

Klein deutet hier das notwendige Ziel der Entwicklung: 2 Arten 
hoherer Schnlen statt 3: Oberrealschulen nnd Gynmasien^ letztere mit 
wahlfreiem Nebeneinander yon Oriechisch und Englisch, recht erkenn- 
bar an. Zum Schlufi weist Referent auf zwei Antrittsreden hin. 

K BurJchardt in Ztlrich am 22. Nov. 1897, Jahresbericht 1902, 
Heft 1 und 2 ,;Mathem. u. naturwiss. Denken^^ Das auch die Lehrer- 
welt interessierende Thema ist dort schlicht. Mar, kurz und treffend 
behandeli 

Crreg. Bicd, 5. Nov. 1901, Paduu, deutisch abgedruckt Jahres- 
bericht 16.0ki 1902: Anfange und Entwicklung der neueren Auffassungen 
der Grundlagen der Geometrie, die im Artikel 5 hatte erwahnt werden 
mUssen; inhaltlich geht er nicht ^ber Engel-Stdckel hinaus. 
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